Google 



This is a digitai copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a project 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subjcct 

to copyright or whose legai copyright terni has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the originai volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with librarìes to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-C ommercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commerci al purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do noi send aulomated queries of any sort to Google's system: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legai Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legai. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is stili in copyright varies from country to country, and we cani offer guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of this book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



Informazioni su questo libro 



Si tratta della copia digitale di un libro che per generazioni è stato conservata negli scaffali di una biblioteca prima di essere digitalizzato da Google 

nell'ambito del progetto volto a rendere disponibili online i libri di tutto il mondo. 

Ha sopravvissuto abbastanza per non essere piti protetto dai diritti di copyriglit e diventare di pubblico dominio. Un libro di pubblico dominio è 

un libro clie non è mai stato protetto dal copyriglit o i cui termini legali di copyright sono scaduti. La classificazione di un libro come di pubblico 

dominio può variare da paese a paese. I libri di pubblico dominio sono l'anello di congiunzione con il passato, rappresentano un patrimonio storico, 

culturale e di conoscenza spesso difficile da scoprire. 

Commenti, note e altre annotazioni a margine presenti nel volume originale compariranno in questo file, come testimonianza del lungo viaggio 

percorso dal libro, dall'editore originale alla biblioteca, per giungere fino a te. 

Linee guide per l'utilizzo 

Google è orgoglioso di essere il partner delle biblioteche per digitalizzare i materiali di pubblico dominio e renderli universalmente disponibili. 
I libri di pubblico dominio appartengono al pubblico e noi ne siamo solamente i custodi. Tuttavia questo lavoro è oneroso, pertanto, per poter 
continuare ad offrire questo servizio abbiamo preso alcune iniziative per impedire l'utilizzo illecito da parte di soggetti commerciali, compresa 
l'imposizione di restrizioni sull'invio di query automatizzate. 
Inoltre ti chiediamo di: 

+ Non fare un uso commerciale di questi file Abbiamo concepito Googìc Ricerca Liba per l'uso da parte dei singoli utenti privati e ti chiediamo 
di utilizzare questi file per uso personale e non a fini commerciali. 

+ Non inviare query auiomaiizzaie Non inviare a Google query automatizzate di alcun tipo. Se stai effettuando delle ricerche nel campo della 
traduzione automatica, del riconoscimento ottico dei caratteri (OCR) o in altri campi dove necessiti di utilizzare grandi quantità di testo, ti 
invitiamo a contattarci. Incoraggiamo l'uso dei materiali di pubblico dominio per questi scopi e potremmo esserti di aiuto. 

+ Conserva la filigrana La "filigrana" (watermark) di Google che compare in ciascun file è essenziale per informare gli utenti su questo progetto 
e aiutarli a trovare materiali aggiuntivi tramite Google Ricerca Libri. Non rimuoverla. 

+ Fanne un uso legale Indipendentemente dall'udlizzo che ne farai, ricordati che è tua responsabilità accertati di fame un uso l^ale. Non 
dare per scontato che, poiché un libro è di pubblico dominio per gli utenti degli Stati Uniti, sia di pubblico dominio anche per gli utenti di 
altri paesi. I criteri che stabiliscono se un libro è protetto da copyright variano da Paese a Paese e non possiamo offrire indicazioni se un 
determinato uso del libro è consentito. Non dare per scontato che poiché un libro compare in Google Ricerca Libri ciò significhi che può 
essere utilizzato in qualsiasi modo e in qualsiasi Paese del mondo. Le sanzioni per le violazioni del copyright possono essere molto severe. 

Informazioni su Google Ricerca Libri 

La missione di Google è oiganizzare le informazioni a livello mondiale e renderle universalmente accessibili e finibili. Google Ricerca Libri aiuta 
i lettori a scoprire i libri di tutto il mondo e consente ad autori ed edito ri di raggiungere un pubblico più ampio. Puoi effettuare una ricerca sul Web 
nell'intero testo di questo libro da lhttp: //books. google, comi 






r 




//-« .■^^^^i 



•^ 



y 



37 




/ 







1^0 ^i^<^r 



> 



.37 




/ 



r 

r 



«• 






r 




^' 



^' 



> 






/ 



r 

r 



? 




t<' .- 



A 






\ • 



\ . 



/ 



'm 



4 




w 



m, 




1^0 ^i^^ r 







> 



37 




/ 



* 



* 



CORSO 

D 1 

MATEMÀTICA SUBLIME 

TOMO I. 

CALCOLÒ DELLE DIFFERENZE FINITE 
E SUE APPLICAZIONI 

DEL DOTt. VINCENZIO ;pRUNÀCCÌ 

M. DELL' IST. NAZ, C. DELL' ÀCCAD. DI TURINO EC. 

P. P. DI MAT. SUB. NELL'UNIVERSITÀ" 
Di PAVLV. 



FIRENZE 1804. 

PRESSO PIETRO ALLEGEINi 

'CON AfFRuVAZlO^E ; 






a . • 



! / 



4 



V -. 






r. 









K^^-xuiJ /\ o n 



AVVERTIMENTO 



DELL' AUTORE 



H 



«*-* 



• I 



.O scritto questo Còrso dì Matematica Sublime princi- 
palmente per usarne nelle mie Lezioni. Il primo Tomo, che 
ora do alla luce, contiene il Calcolo delle Differenze Finite; 
negli altri due, che stanno stampandosi , verrà esposto il Cal- 
colo Differenziale ed Integrale . 

Scrivendo quest'Opera mi sono attenuto alle norme trac* 
ciate dal Regolamento per gli Studi delle due Università Na- 
zioHali (a) . Mi sono per verità esteso molto più al di là che noi 
comporli un semplice Corso di Lezioni : ma , se non mi lu- 
singo soverchiamente , ho riempiuto un vuoto che pur rima- 
neva , procurando a' Coltivatori delle Matematiche un Trattato, 
per quanto era possibile, completo di questa parte delle Scienze 
esatte e delle loro applica ziom , dettato in lingua Italiana. 

Ne una tale estensione nuocerà ptlnto a chi bramasse d'at- 
tingere in queste Teorie soltanto i primi Elementi ; imperoc- 

* 



(a) Ecco qaanto prescrive il Kegolameiito delle Uoiversitìl. 

Il Corso di Matematica Sablime dee contiDuare dae anni Scolastici . 
Debbono insegnarsi in esso ,» il Calcolo delle Differenze Finite, con le sue 
Applicazioni , tra le qoali debbono avere il primo luogo quelle alle Proba- 
bilità ed alle sorti nei Giochi d'Azzardo; il Calcolo Differenziale ed Inte- 
grale, con le Applicazioni alle t^ose di pura Analisi, alle cose, di Geometria 
e Meccani» Sublime" il Calcolo d^lle Variazioni debbe esservi comprjBso^,, 

In qoesi^ insegnamenti debbono escludersi gì' infinitesimi « tutto diebb' es- 
sere appoggiato alle Teorie delle quantità. finite ; e perchè di questi Calcoli si 
veda il nesso che hanno tra loro, debbono essi dedarsi dai Principi d'Anali- 
si Derivata , della quale non sono che rami particolari . 



che egli potrà impararli leggenda onicamente que* paragrafi 
che neir Indice non sono notati coir asterisco *. 

Quaìitnnqne io sia stato sollecito di rendere il suo dritto 
agli Autori citandoli quando ho dovuto valermi delle loro sco- 
perte ; pure se per avventura avessi obliato questo dovere , di- 
mando che un tal difetto si ascriva piuttosto ad inavveitenza , 
che al desiderio d' attribuirmi ciò che appartiene altrui . Sento 
di»dovere assaissimo a chi mi ha preceduto nello scrivere di 
queste materie , e senza i loro lumi questo mio: Lavora sarebbe 
riuscito più imperfetto . 

Soggiungo relativamente a questo primo Vokme che nefte 
applicazioni del Calcolo delle Dilièrenze Finite ho reputato 
opportuno d' estendermi principalmente trattando la Teoria 
delle sorti negli Azzardi , ed in generale delle Probabilità , 
siccome quella che negli altri Corsi, sia ora pubblicati^, è stata 
quasi intieramente negletta : eppure il Calcolo Finito trigntà 
in queste ricerche ove gli altri Calcoli rimangono quasi senza 
efficacia ; per modo che taluni non han dubkato di chiamarlo 
= la Bacchetta Magica degli Indovini per i problemi di questo 
genere =.,..• 

A quel più cbq è necessario a sapersi suppliiù T Indice 
di ciò che si contiene in questo Tomo . 
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INGESSAR J PER STABlIìIRE I FONDAMENTI DEL CALCOLO 

DELLE DIFFERENZE FINITE 
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%• t' TL Calcolò' chi ho dato (a) il nome d' Analisi 
M:. Deripata-t comande tutti cpiei rami di Anali- 
si , per i qnali ih stabilito un simbolo d' operazione « « fissa- 
to tin algot^tmo fper calcolarli . Questi trovano :in essa la sor- 
.gente comune /ed il loro punto > per .dir cosi , di :€ontattOi di 
modo che il calcolo differenziale ed il .càlcolo degli Esponenti i 
non Sono.<5he Lranbhe di Scienza diramate dallo stesso prìncipio. 

,11 principio fondamentale .di una tale Analisi > .« :che si 
chiama Principio jdi derivazione^ 'condste nel considerare una 
qua^i^tà qualunque semplice o 'composta in diversi stati dipen- 
dentì «uno dall' altro per .«ng medesima legge ; .e il .suo princi- 
pale .oggetto è di rìntraccìare le propiietà di questa tmedesima 
quantità relativamente ai suoi stati , per quindi fare uso delle 
itesse proprietà nella soluzione dei problemi . 

Rappresentiamo per y una quantità (^alunque j e facendo 
sopraidi «essa una determinata «operas^ìone , supponghiamo d' otte- 
nerne per risultato un' altra quantità Y . E' manifesto che Y 
Tom. l A 
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(«i) Analisi derivau : Paria iSos^ 



tt 

dipeadie da j , e che ogni rapporto tra y e Y cpnsiste nen*^ o* 
perazioae » per coi abbiamo derivato una di quelle quantità 
dall'altra. 

La y sì chiama Quantità a Funzione Denvatrice . Dice- 
si derivare il fare la prescritta operazione ; e con là lettera d 
messa a.vaj3ti alla, Derivatrice ,, si injiica il. risultato Y di questa 
operazione medesima , che è duncjue rappresénifato per dy . 
Chiamasi Ì4ifxne Quantità a Funzione derivata questo stesso^ 
risultato dy-. 

Se ora trattando dy come y^ sì deriva da dy con la mede- 
sima: operazione un'altra quantità d{dy)r che pòssiajnó indi- 
care per dy^ si a^rà uiia: seconda, quaiitità dei ivata. da dy co- 
me questa da ^; e cosi se n# avrà una terza r uaa quarta ^ ce , 
di modo che secondo questo principio >. la seguente serie y^dy-y 
dy^dyr . ;•; ... . d^y ci rappresenta Col suo primo. termine 
la quantità, dalla! quale si deducono tutte . le altcel, e che ab- 
biamo chiamata funzione dèrivatrice : col suo secondo termi- 
ne , la derivata prima o- di primo ordine ; col suo. terzo la? 
derivata seconda o di secondo ordine ec. ec. e col sut>* 

( /7z -M ) la derivata m di y. ' j 

§. a. La legge di derivazione , la quale ci prescrive V cr- 
perazione> che ''deve farsi per dedurre o derivare una quantità 
da un'altra, potendo essere qualunque, non é possibile in con- 
segueuza trattare delle proprietà di quella serie di quantità de** 
rivate che nelle sffe applicazioni: , nelle quali sia individuata 
questa legge medesima ; pure sarà utilissima cosa considerare 
nella legge di derivazione due casi- 

V. Può la legge di derirazicMie essere tale, che ogni de- 
rivata ottenuta , diventi la dèrivatrice per la derivata successi- 
va y senza avere alcun riguardo alla prima quantità, dallia quar- 
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Ili 
1« tutte le altre si .deducono , e che si può considerare come la 

base del sistema . 

a*. Pxw la l^ggc di derivazione essere tale , che nel pas- 
sare da Hna .derivata all' altra , riciiieda che abbiamo riguardo 
alla derivàtrice , base del sistema , perchè obbligata nella stes- 
sa operazione di jderivazìone . 

Di qui nasceranno dne rami generali di sistemi di deriva- 
zione > i quali avranno proprietà distinte uno dall' altro . Ma 
ritornando E considerare fl principio generale delle derivazioni^ 
èiacile concepire, che preso questo in tutta la sua esfiensione^ 
T Analisi cui dà origine , è per dir così infinita , poiché essa ha 
tante branche particolari , quante sono le operazioni che posso- 
no immaginarsi indicate da c2, le quali sono all' arMtrio ddi 
Geometra > e però infinite «^ numero . 

L' Analisi derivata adunque abbraccia in generale qnalun^ 
que ramo d' analisi , che si raggiri sopra ^a maniera di dedurre 
lina quantità da w^ lltra , e sid determinarne le proprietà . Co- 
sì tutti quei ranfi £ cdcalo per i quali fn stabilito un algorit- 
mo, cioè la Teoria degli Esponenti; il calcolo delle differenze 
finite ; quello delle funzioni analìtiche » sul qnale ^ basato ii 
calcolo dkferenziale, e il calcolo delle variaziom; la Teoria 
delle facoltà numeriche , formano tante parti d' analisi deriva- 
ta , e dipendono dallo stesso principio: di modo che tali rami 
si possono considerare come compresi tutti in questo Calcolo 

jgeneralo . 

§. 3. L' Analisi xlerìvata ha due parti . Tutto ciò che si è 
detto fin^ ora appartiene alla prima parte > che si chiama Anali- 
si derivata diretta , perchè e' insegna a passare dalla Derivà- 
trice alle sxìc derivate : Y altra parte si chiama Analisi deriva^ 
ta inversa , e a questa appartiene tutto ciò , che ha rapporto a 



ritornare da una proposta derivata alla sua Dcrivatricc . Tro- 
vare la Dcrivatrice di una quantità z- considerata come una de- 
rivata dell' ordine n , vuol dire- trovare quella quantità x , so- 
pra la quale eseguita n volte T operazione di derivazione, tor- 
ni per risultato z . 

L' operazioue- che deve farsi sopra una funzione derivatst 
per ottenerne la Derivatrice , s' indica per D . A questa lettera 
si dà un'indice eguale al numero delle- volte ^ che deve ripe^ 
tersi la detta operazione >, ed il risultata è rappresentata simbo- 
licamente per la quantità stessa, su Gui dobbiamo operare , pre- 
ceduta dalla caratteristica D affetta dal detto indice . 

Se dunque riguardiama z come* una derivata prima della 
quantità incognita Xy,Y operazione da farsi sopra z per ottener- 
ne la Derivatrice cdy ci darà, il risultato, simbolico. Dz ,. che 
ci rappresenterà la medesima inabilita; avremo, perciò x^^Dz. 

Egualmente se consideriamo.^ come una derivata seconda 
di una funzione Derivatrice incognita Xy sarà x=J3.^2 ; indi* 
cando per D* l'operazione ripetuta duei volte priinièrjttncnte so-^ 
pra z per averne Dz; e poi sopra questo, stesso^ risultato, Dz 
per averne DD2 ovvero DV. Infatti sia u la: derivata: prima 
di 07 9 Zi sarà allora^ la derivata prima di i^ ^ e delie tre qizautità 
XyUyZ sarà x la Derivatrice dì u ^ ed u la Derivatrice di z : 
Dunque avremo x = Dzz> tt = Dz , dalle quali si ricava x =1 
DDz = D*z . Nella stessa guisa rappresentando^ per z una de- 
rivata terza x la. sua derivatrice sarà rappresentata simbolica- 

mente per D'2; ; ed ia generale se z è uni derivata n la. 

Derivatrice x sarà = Tfz - 

Siccome una stessa quantità z può essere- riguardata come* 
noa derivata prima , seconda , ec > cosi la Derivatrice x di uta: 



quantità z , chiamasi la Derivatrice prima > seconda , terzM y 
ec. secondo che z h nna derivata prima > seconda , ec. Quando 

poi si dice che D z rappresenta la Derivatrice n ^ di jc , vo- 

gliamo significare che D z rappresenta quella quantità x , dalla 
quale: per mezzo di n operazioni di derivazione si ottiene z . 

§1 4. LT operazione indicata per D è precisamente l'inver- 
sa di quella indicata per d , in quanto che essa disfà ciò che ha 
fatto la prima. Nella serie jr, dy , d^'y , d^yy ec si passa da un ter^* 
mine A al suo successivo B per mezzo dell* operazione indica- 
ta per d fatta sopra il primo* A ; e si passa da un termine B a^ 
quella che lo precede A » o si tornsr indietro per mezzo dell' 0- 
perazione indicata da. D fatta sopra: lo stessa B . 

Delle due quantità x^z essendo z la derivata n"^^ di a:, 

sarà viceversa x la Derivatrice n dì z.^ Considerando il 
primo rapporto abbiamo fra di esse* questa: equazione (1 ) 

E considerandone il secondo, abbiamo quest'altra equazio- 

ne (2) a? = D z. Così le due equazioni (i) e (2) sono una 

r inversa dell' altra ; sussistono» nello^ stessa tempo , e non di- 
cono in sostanza che la stessa: cosà.. 
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Prendiamo ora la derivata « deirequazionc a:=D s, 

ed avremo d a?=d D z; ma d oc = 2j> dunque- d D z—z; " 

cioè r la derivata u della Derivatrice u ' di z è e- 
guale alla stessa z. 

Se facciàmatt=d! a, avremo 2==^D u—Ddz: dunque 
d*l)'a=D"a s, cioè 






Vi 

„ La Derivatrice )fclla derivata dello stesso oi-diue di »na 
,1 quantità., « sempre «gmale alla derivata della Derivatrice ^cl- 
^j lo stesso ordine , appaitenente alla medesima quantità . 

§. 5. Nella derivata ^alunque dp^ dell' ordine n , T in- 
dice n ci dice quante volte si è ripetuta V operazione di deri- 
vazione sopra la derivatrice y . Se si aggiunge una unità ad n 

avremo d y > clie sarà una derivata d' ui;i ordine maggiore 
di lina unità 9 o una quantità la qvale avrà subita una operar 

zione di derivazione di più di d j' . Egualmente d ' y oi indi- 
cherà una quantità 9 che ha subita una operazione di >}eriva«- 

zione di meno di dTy , o che dopo avjer suijite n operazioni di 
derivazione > ha subita un* operazione contraria > la quale di- 
struggendo ciò che aveva fatto T ultima, Tha ridotta a non es- 
aere il riisultato che òi n^i operazìpnji fatt^e isopra la dpriyar 
trice y. 

'NelÌB, seriey^dy^dy^dyytc dy si passa d^ 

tm termiqe air altro verso la destra , facendo sull* uno V ope* 
ragione di deri va;zionc , che si rappresenta con V aumento dell' u- 
nità nell* indice ; e si torna da un termine air altro yerso la si- 
nistra , facendo un' operazione opposta alla prìma.^ o che di- 
strugga ciò che quest' ultima ha fatto » il che si rappresenta col 
diminuire di una unità 1* indice . 

L' in^ce o ci mostra nessuna operazione fatta sopra la 
(Serivatiice 9 per il che res^do /essa inalterata > si ha 

Infatti nella citata serie da una derivatjgi qualunque si giun- 
ge al primo termine , quando sopra di essa si fanno tante ope- 
razioni inverse, quante essa ne conteneva delle dirette, ciò 



Tn 
che si rappresenta col diminuire V indice di una qnantità egua^ 

le ad esso medesimo. 

§. 6. Ma cosa iadicheramio^ le derivate ad indici negativi? 

La den'vata dell* indice - i di uria quantità y , cioè d j, 
deve essere a riguardo- di y ovvero d'yy ciò che è questa a ri- 

guardo di y : esprimerà* dunque d y quella quantità , sopra la 
quale eseguendo T operazione di derivazione y che faceva pas- 
sare / a divenire dy^ faccia passare d y ad essere y . 

La derivata ci y sarà riguardo a à y^ ciò che è questa 
riguardo ad j^, ovvero» ciò che h y riguardo a dy, e così di se^ 
guito: le derivate adunque ad indice negativo s'otterranno per 
una operazione inversa a quella >. per la quale si ottengoiìo le 

derivate ad indice positivo : cosi per ottenere d y dovremo 
fare sopra ^ una operazióne inversa a quella che facevasi per 
ottenere dy ; intendendo per operazione inversa xxvl operazio^ 

ne che porti per d y un tal risultato , sopra cui eseguita V ope- 
razione diretta di derivazione, se ne ottenga la stessa. j^ di nuovo. 
In alcuni sistemi le derivate ad indice negativo sono la 

Stessa cosa che le Derrvatrici > cioè d y^Tìy* 

Accade ciò in quei sistemi , nei quali la legge di deriva- 
zione appartiene al caso espresso §. 2. N^. *. Al contrario le 
Derivatrici sono bea diverse dalle derivate ad indice negativo 
in quei sistemi , la cui legge di derivazione è contenuta nel ca- 
so § «. N*". 2. 

Le derivate adunque ad indice negativo sono i termini 
della serie formata dalle derivate ad indice positivo prolunga- 
ta indietro > di modo che in generale la serie sarà 

d'''^y,d'^^y,d'^''y,d^'y,d'y,d'y,d^y,d?y...... 
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§. 7. Titta uuitli deir indice ci mostra una operazione dì 

derivazione da esejjujirsi j .conservjBremo V analogia se per nu 

indice che sia una frazione della nnità^ coi indicheremo una 

corrispondiBnte porzione d* operazione di derivazione jda ese- 

I 
gnirsi; così d^y ci indicherà che sopra y dobbiamo fare un 

mezzo d' operazione y cioè fare una ^tale operazione sopra y 

per avere d^jy, che lip^ttrta la «tessa sopra d^y^ abbiasi il me- 
desimo risultato che nel fare una intera operazione di deriva- 

zione sopra y , di modo che sia d^d^y = dy . 

Egualmente d 'y essendo n > w , e' indicherà che sopra j^ 
dobbiamo fare una porzione — d* operazione di derivazione ; ciò 

*^ 

ohe otterremo facendo prima sopra y una porzione — d' opera- 

zione e ripetendola m volte . :Questo n d* operazione deve 
essere tale che se fosse ripetuto n volte , dovrebbe dare lo 
stesso risultato dy^ che ci dà una intera operazione di deri- 
vazione . 

Nella stessa maniera a y essendo p<:n sarà eguale 

a d d yy e ci indicherà che sopra y bisogna eseguire m vol- 
te r intera operazione di derivazione , e sopra il risultato di 

essa bisogna eseguire la porzione {^)^;ima d'operazione di de- 
rivazione . 

§. 8. Le derivate ad indice frazionario ci indicano adun- 
que delle quantità derivate dalla funzione Derivatrice per un 
certo numero d' operazioni di derivazione intere , e per una 
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porzione della iletta operazione indicata fd^^Tla frazione, cho 
^i contiene neir indice : saranno adunque da esse riq3pFe3entati i 
termini intermedj ixa quelli della serie del §. 6.: così «e fra-dj^ 
^ dy si volessero ti» termini intermedj, qnesti saretòero indir 
icati come segue 

Così gr indici ;essendo in progressione aritmetica, i termi- 
ini sono legati fra loro per la legge 4i derivazione del sistema . 

Si ricava da tatto questo un Teorema importante: 

„ Quando la legge di derivazione è tale, che Y opcrazip- 
^ ne per mezzo della quale si deriva una quantità 'dall' altra , 
^, può essere fatta a porzioni in più volte , allora le derivate a 
^, indice fiiatto sono quantità reali , perchè esistenti àn natura ; 
^, «e al contrario quella operazione non può essere-, per dir co- 
.j, sì, divisa o concepirai divisibile in porzioni, T aggregato del- 
rjy le quali rendala stessa operazione intiera, allora di natura 
.<,, sua non possono esistere termini o derivate a indice frazio- 
n nario , ed un prol^lema che in un tal sistema di derivazione 
,„ conducesse ad una derivata ad indice fratto , dovrcbl)e aver- 
.^, si per impossibile , e converrebbe riguardare quella derivata 
^, come una quantità immaginaria-, ^be non può esistere in Ha- 
„ tura . 

i/ enunciato teorema ha un uso immediato nella teoria 
■delle interpolazioni per decidere a priori se Y interpolazione 
jpuò aver luogo fra i termini di una serie ^ della quale sì cono- 
sce la natura o la legge che lega i termini stessi . 

„ §. 9. ^Proposta una qualunque quantità o una funzione 

rf composta di più quantità , se essa è di tal natura , che non 

„ abbia delle proprietà contrarie a quelle portate necessaria- 

„ mente dtiU' operazione di derivazione nelle derivate , "questa 

To7n. L 1j^ 
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„ quantità potrà sempre considerarsi come capace di forinarct 
,, parte di quel data sistema di derivazione , essendo essa nna 
yy derivata se non ad indice intero , almeno ad iijdice frattar 
yy e perciò se di una tal quantità fosse ricercata la Deriva- 
,^ trice, si può concepire esistere in natura una quantità che 
,, questa stessa Derivatrìce rappresenti e che soddisfaccia, alla 
yr nostra ricerca . Al contrario se le proprietà di una data quan- 
9> tità saranno incompatibili con quelle clie necessariamente de- 
,> vono avere le derivate in un dato sistema , allora questa quan- 
ta tità non. potrà mai considerarsi come una denvata del me* 
fy desimo sistema r e perciò V indice d&e segnerebbe T ordine 
>9 della derivata >. non potrà esistere ih natura: non si potrà 
n dunque immaginare una quantità che rappresenti la Deri- 
9> vatrice di quella quantità proposta , e sarà in conseguenza 
9» la ricerca di una tale Derivatrice> una ricerca impossibile;. 
)) e quella Derivatrìce una quanti^ immaginaria . 

In questo e neir antecedènte paragrafo è contenuta la sor- 
gente generale degli imma^harf . Ciò che s' intende comune*- 
mente per quantità immaginane non è c£e nna classe partico^ 
lare di quantità appartenenti ad un sistema particolare d* anai^ 
lisi derivata* 
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CALCOLO DELLE DIFFERENZE FINITE 

GAP. L 

PKJNGP?J- GENERALI DELLE DIFFERENZE 

£; D^lLliE SOIPIE. 



J^iffetenzdaziotue e Inf:egrcts4^one deUe Fwizioni 

fU una sola Fajigbile. 



■V 



§. I.. QE per y rappresendamo una c[aaIuB^[Q6 fntizia* 

kJ ae di «) e se supponghiamo che dalla stessa 
unzione > quando x vi è divenuto -ai? h-u ( essendo (a nna quan- 
tità qualunque costante > .o più generalm«ite nna quantità inr- 
dipendente da ^ ) ^oè da j' > si sottiagga la primitiva f<in« 

zjone y ) s' zvtk la difièr/enza y * -r-y che sarà una quan- 

tità derivata da y per mezzo della suddetta operazione ; di 

modo che indicando al solito questa operazione per d,.sim 
yreaxQ 

Facendo ora sopra dy la stessa operazione di deriva- 

«V 

zione che abbiamo f^tta sopra y ^ avremo per esprìmere n^ 

X 

na seconda derivata iTy la quantità dy — dy ^ sarà 
cioè d*y = dy — dy . Così d^y = d^y — d^y ; ed 

4P *-Md » *^ Ufi ir^Ci» « 

in generale d y = d*"" y — cT"" y • 

4P •^4P-fl* *^4^ 



2; MATEMATICA fVBLlMK 

QnestQ sistema dì santità derivate nippresentata simbo» 
lìcamepte dalla serie 



y ,djt ydy y d% 



Al:- 

f 

4^ 



è conosciuta sotto il nome di calfcoto. delle differenze jzniie^ 
o semplicemente delle differenze . 

Si fa uso della lettera greca A.> come caratteristica prò* 
pri» di questo ramo d' Analisi , per indicare preóisamente* V o- 
pcrazk>ne che abbiamo qui sc^ra indicata per d . Le derivate 
poi dy ^d'y , ec. non solo per mezzo di questa nuova ca- 

rattcristica s-i scrivono così Ay^ A*y > A'V > ec, ma chiaman- 

« * * 

si anche col nome pa«icolare di differenze^ finite , o sem^ * 
pliceniente di differenze . Si chiama Ay la: differenza pri^ 

^^uz di y ; [^y là differenza seconda j Aly la differenza. 

m 

terza ; ed in generale ^^y la, differenza n dì y . 

L! operazione di prendere le . diilerenzc dicesi differenr 
ziare . 

DaUa natura di queste differenze- risulta che là differen*- 
za seconda di ^ , cioè A*^ è la differenza prima di Aj'- k 

a. X ^ 

che la differenza terz^ di j % cioè Ab' è la differenza pri- 

X. X 

ma di i^y ; ed in generale la differenza tl di j^ , cioè 

•^ . X 

A ^ èia differenza^ prima di. A. j^ . 

X X' 

§. 2. Dopo, tutta, questo sarà facile vedere come pos^sa- 

no aversi le differenze delle- diverse funzioni di x . Suppon- 

ghiamo y = x ed avreraa 

^y =:zy — y =Afl? =(a;H-W) — X, =7nJX! WH* 

mula tei*raina. quando m è un numero intero e positivo^. 
Se «1 = ,.= i >= a., = 3,y=4^= 5 , =i:6 , ec. aliljiamo^ 
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A«' 
A:»* 



Ai 



= w 

ec. 
ora m- 






ec. 






\ 



w' 



Sacoj* 



w 



ec. 



L5«* w* -h 6 W -t- V* 
ea 



a>., ec. ed avrema 



A» 



— I 



àcc 



~a 



Ai 



ce. 



ec. 



<a 



3»* 






ec- 



ce. 



ec; 



Egualmente se mhm namero fratta > per esempio tti^^ì , 



1 

3 



A\/a2 






ec. 



alziamo A^ = i^v * — jj ^ a 

Supponghiame zdesso^ ^= legx y che più semplicemente 
ìnaiGheremo per Ix: ( si paria qui dei logaritmi iperbolici ); 
noi avremo Ay =Mx=r=.llx^w) — ùx=l-^' 

Sviluppando in serie la quantità logaritmica l\—;^) =^ 
rr^'-t--)» s^ ^^ ^^ differenza finita di Ix, cioè àlx espres- 
sa per una serie di un numero- infinito, di termini in questa 
guisa 









3^* 



4X** 



5«^ 



Snpponghi. no y = a*i ed avremo Aa"" 



X"¥^ 



a 



a 



^* ( q" _ i- ) j e se vogliamo questa differenza espressa in se- 
lle , basta sostituire invece di a la conosciuta serie i 



4 MATEMATICA SUBLIME 

iiìla H- ^ (la y ^ 5^ (/a )^ -ir ec. > ed avremo 
^ar= mala -i? 7 o* (/<i)* H- ^ ( Za)^H- ec 

r 

Bggalmente le differenze prime di queste funzioni xq!" ^ 
^*-<i*,a;'a >a?^a j ec. saranno 



• • « 



co^a a ; 

e cosi àelìe dtre . 

Con la medesima facilità si hanno le differenze delle tras- 
cendenti circolari : per esempio , le difière.nze delle due trascen- 
denti sen X y cos x > saranno 

J\i^encc=sen{x^{ìò) — senx^=senx.cosbò^s^nv.cosx — 

sen X : 

J[^COSX=^COS(^X^^) — C(WXr=:COSX..CO$ià — SCTf^ ^ . 8671 {jò — 

gosx. 

Per aver poi queste differenze espresse in serie ordinate 
secondo le potenze di co, servirà sostituirvi le conosciute ger 
yie ) eh» danno il valorje di sen co , e di cos w., cioè fare 

', ^«3 ^•3*4«5 9.3.4.5.0.2 . ^ 
COS U} = I ~ — -4* 1- ^±^ ftQ 

Avremo allora 
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iiù^ il>* «♦ 

~ ' _^ VÌ9T7 /V^ - » - 

• • • 



bkSenx=s:^cosx^—T^—senx — r^co^a^-4*' — —senx^ 

'^ I .a • a. 9 9 -3*4 • 

'- — zcosx — ec. 

a . 8 • 4 • 5 

J\cos x=^-r--w senx — ^cosx^^sen;x^^^^cospp-- 



• * • 
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senx — ec. 



a. 3 -4- 5 

Si vede come ci dovremmo regolare per trovar le dilfe- 
renze prime di altre funzioni più complicate. 

Siajy =zce senXf ed avremo 



i\y =(jcH-^<*))*^se«;(arH-w)*— o^^^Ve/z^ == co5 co . ( re H* w/'^x 



sencc — sen w . (a? H* w )^ cos x — x senx: iacenda ora la 
sviluppo di quelle potenze > traveremo 



.«» . __^ /max senx 



Ay =(cosw — I )op*^ se/7. a;H-cosw. (2^5^^^ — 



•>»*.•» 



I .a 1 . a . 3 ^ 

5e/Z(0.(^X cosrc^-f- — ; — H*— ^ ^ ■ ■ 

Sìa.y ==« cosxt e parimente sarà 



£iy =(cOSW — l)x COSX^COSijò.y j -)• 

I . ar I . a .'3 

^— sen»(a? 5ena?*-t* 



« «' » «. 



ec.V 






r • 
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Supponghiamo per abbreviare 



1 .2 



B, 



i.:ì.3 



«C. 



•«1(1» — I ) w» r»/ ^ 



1 .2 



N, 



1.2.3 ^ 



ed avremo 



jC^^x^sen^c) 



bx^senx^^^en x . ( Mar 



— I 



Njc ^ 



Pf? 



<!»~3 



ec. ) 



« — r 



m — a 



-^ax CQSX^i-c9sx.{Ax ^Bop h* 



iC^"""' -h ec. ) 



J^ijt'^QS a? ) = — 5a? C05 « H- c<w a? . ( Mflf 



«»— f 



N^ 



M— A 



JP^ 



f»-3 



ce.) 



C» 



«—3 



— ax senoc — senx.fAx 
ec. ) 



m^ì 



'Bx 



«-a 



Se noi riguardiamo i n queste due ultime €qutei<Mai x^ sen x 



K^ cos xcorùd due incognite.^ e suppoiighiamo,ancx)ra 



^M.^H 



ov- 



vero 



2(^1 — rwA#) 



X senx 



g^ otterrepio 



ag.J^{x cosse) — òg.^{x senx) 



bgsenx .{^Ix 
hgcos X . ( Ape 



p— f 



N^ 



m — 9 




X 



i^i — 8 



« — I 



Bx 



m— 2 



V— I 



agcos X . ( Ma? 
agsenx\Ax ^ 



No; 



I»— 2 






4W— 8 



^—3 



fw — 2 



Ca? 



«•—3 



ec-) 
ec) 
ec,) 
«e.) 



I 
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H-%.cosaf,(]>Ir*""'H'fc'"7%P^*"^-^cp.) 

-^<^.<safi«.(A«'"':'^B4r''%+CJ»"'''Vec.) •: 
Sia j.^==;«r(.«r^«)(^;4..^«)(;cH^» .... (i»-^««}, esse»: 
ao /^ un numpi-o intera e positivo, ed avremo 

SI rj4uce,^ questa forni? più sejtopJice^ ;' ^ - r** .? r. !='r 
yremo "^ ' 

Ar, =.c« .-K^ ,« («-«ij:.»; ^. ,,«) . ,, . (y- có;^ i;V) : ■■ 

. •*(:*— »)(a;—aw).....(«'^/i<D)endncendo 
Se ora rappreienùjigio .per y e n. ilue fnnanni <li ^ i« ^;r 



•. * 



temenza nn.it? 4elJproprodotto_A.(j 





'1»*-! f ' 



■Q 



» • »% { 






f 



•!i ..' : "J ^' »■ ji r« 



I « o •> .^ rT?. \?**'"i^ '"'•""^ l»,differcnia finita dì ^«ett. fanzione 

^o"n"L^^^^^^^ '^JV '? ^^^"^ «ip 4.nTi^4.u^iere i^ie fui; 

«« ma.. Ciò che tacaumente ai «oppone nel calcolo defle difFerenze fiahe. 
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^ X X' • X X XX X X 

^y La differenza y oioè, del prodotto di due funzioni è eguale 
9) alla prima fonzione. moltiplicata nella differenza della seconda, 
9> più la secónda moltiplicata nella differenza della prima > più il 
.,, prodotto delle duéi differenzi? ,,. Sentiremo .in g^gnito l'utili^ 
di questa regola^ . ., 

§. 5. Abbiam vcàrito al §. I.che le differeniefc seconde delle 
funzioni sonq le differenze jprime delle, differenze prime di esse ; 
che le differenze terze sono le differenze prime delle differenze 
seconde; che le differenze tjuarfe sono le differfeùze prime delle 
differeiize..t(pi'ze V e cqs; di seguito; dijnque per. trovare la differen- 
za seconda di una l'unzione , converrà operare sopra la differenza 
prima > come si è' fatto' sopra fa fiinziónè medesima ^tt avere quel- 
la stessa differenza priiha: ]pef trovare là differenza terza , couver- 
i^ operare sopra la differenza seconda t come si è fatto sopra là 
stessa funzione , e così di seguito . 

Ciò premésso , si cerchino' le differenze degli ordini superiori 

della potenza x . 

* ^ * ' ^V WM ■■■■ f 

Avendo trovato al §.' antccedeiitè A» ==«w? ' «-**-►•* 

.- • • ■ . • ■ ' . ' 

' **"' . x"" w* H- €c. , s' avrà , Scendo v egnale al secondo mera- 
bro di questa equazione , A*» = /\y > e perciò 

A Al ■* A/ » — f mimali m^^'x ' ^ _^ . 

iSy = A a? ~ùk{mx w h ce w H^ec) > ovvero(a) 






« 






^ (4) Kcl prendere la diffeiwik^foiftì '4*^1' ^^Jgrégaìtq/ dei téffiilni che si 
trova fra le parentesi» si è presir la differenza di cìascano dei detti termini: 
per dimostrare la legittimità di questa' operazione t'osservi che Às abbiamo 
lina funzione y egufftB ttU* aggregato di ^due fanitoni m , « , cioè y = 

Ajy ^A^' ^-ian i^al cbe-ii Vede obe fN^e pfeadef d k difFèi^ejìzk finita dell ag« 

gregatp di due termini^ ^servc prenìJore ) aggregato delle difiereazo di tiaica- 
no dì questi termini ^ . , • # 
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E siccomo le espressioni delle difiereoze prime A» r 

Aa? > ce. si hanno dalla farmula sópra tròrata per Ax col so- 
lo sostituirvi m — I , ovvero wV-ra^ ic^:iav^é dV7W» così si po- 
trà avere il valore di A*^'" espreìsso per a? e p9f w, e per dei coef- 
ficienti niiniericj, . .. 

Trovata la di^renza seconda.» potrcbtesi con . lo stesso meto- 
do trovar^ V ^sprcssjpne della differenzi terza , c4 io. generale di 

nna diilerenza qnalunqae n ' , cioè di A ixr . Por esempio 
SiaTO=;:i ed avremo Aie = «% A*^ = o I A^or ;==^ o , ec, 

Sia m= a .; . . A»* =awa^H-<»)* > AV = 3i« ./XafH-t»)* A^^= '^•^ '^* » 

. A'af' = o, ec. . . -, 

Sia 771 = 3 ... . Aa;' == 3w*rc -h 3wae* h« w* » A*x^ == 3wAa?*,HT 3W* A^f 
0/vero A*^'=6(o'x*4-6w' , A^'X' = i . 2. ?.a^*i 
A*a;* = o , ec. 
Se ra = 4 . . . . A^* .= A^x^ H- 6w *a?* -fr 4w^a: •+• w* 

AVi=^qi4w'a?H*36w* > 1/ • . • . ;. r ;. 1 - 

AV=r.2;.3:4.w*' • • • .-••.■.••: 

A^a?*=o y ec : ' 

E continuando, vedremo che* . 

' A X =s:i.a.3.4....iB.« , A Jc^ .=p. ec 

In generale quando 1* ordine ^^ell^ dìflferònza superai* éspo^ 
nente della potenza > le differenze sono nulle . 

Si TogJÙiiiip pi^ le dii&reiEZo d^i qrdini snperiori della qnaa- 

tità esponejiziale a , ed avreniQ 

A* -. » f ^ .V . . . . ; . • : '> • 

a =a (<? — I) 

Aa =(a — i)Aa ==0. (a — i)* 

A'a'=a'(a"-iy :. 

V = a (a — 1 )* 



. ' 't t ' \ ' ' \ 



• > • 
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a * 



a =Ka (a — i ) . 

Noi non aggiungiamo altri eserapj, ma raccomandiamo ai no- 
stri Leggitori r esercitarsi nel differenziare ifunzioni piiì complica- 
te di quelle , che abbiamo trattate , e che essi, medésimi avranno 
cura di proporsi; ciò servirà e per prendere la pratica di questo 
calcolo , e per ben concepirne i principi . 

§. 4. Un' osservazione importante riguardo alla diiFerenziazio- 
ne delle funzioni è la segnente : 

Se y rappresenta una qoalanque fnnzionfì dì x -, abbiamo ve- 

dnto che la sua diflèrenza è ùiy =y -, — y : ora la differenza 



della funzione y aumentata di una quantità costante C , o più 

generalmente di una quantità indipendente da x 5 cioè la differen- 
za prima dì y -f-C, ò egualmente y ^^y > poiché l^{y 



X Xrh m 



C) r=y H- C — y — C; dnoque l[ operazione della differenzia- 
zione ha fatta svanire una costante^ dunque in generale la diffe- 
renza prima di una funzione contiene^ o può considerarsi conte- 
nere una costante di meno della funzione stessa; dunque se 5arà 
data una quantità qualunque z funzione di Xy la quale si riguardi 

come una differenza prima 9 la funzione j^ dà cui èssa dipenderà , 

o di cni^essa stra effettivamente la differenza, jiotrà essere tanto n- 
:pa sok funzione y ^ che -urKj funzipne y aumentata di una co- 

stante C . . 1. m . . 

Gomie la differenza prima di una. quantità può. contenere una 
costante di meno della quantità stessa , così si diinostrcrà che. la 
differenza seconda di nna quantità, potrà contcneie due costanti 
di meno che la quantità stessa ; la differenza terza tre costanti di 
meno> e così di seguito. Sia infatti da differenziarsi T espressione 

y •^^ Ah-BvTH-Coc^'h-E^'H** •• --H-MwV nella quale A , B , C y 

X 

ec. M sono quantità costanti. Indicando per z tutta questa cspres- 

X 

sjone , è facile vedere che avremo 



CALCOLO DBLLB DIFFERENZE FINITE CAP. I. n 

As^= A>r^H-BA«-i-CAa?'-j.EAa;' h- ^. . . -^. MA**, ore non 
si trova la costante A : 

à"z =A> -hCAVh-EAV-j- hMA»**, (poiché A'^-v^ 

o ) ove non si trovano le due costanti A , B ; 

à'z == A'j' -h EA^a?» -I- .... ^ MA'a;*, che non contiene aè A , 



no B , nò C ; ed infino 

A"'5;^ = A*'^^-^MA'*a?•, nella qual diiFercnza V'** non si. 

hanno più le scostanti A,D,C,E, ec. N, che erano nell'espres- 
sione proposta per diiFerenziarsi . L* ultima costante N è quelhi 

che nell* espressione forma il coefficiente di ìc"~\ ed è perciò 

nel penultimo termine "Nx che non abbiamo scritto . 
§.5. Riprendiamo le equazioni trovate al §. i. 

Av =y — y 

A> =A'v _^ -~A> 



ùy =A y —Ay 

t 

Se nella prima ponghiauio « H- w invece di x , avremo 
Ay ^=y — y -^^'^ se per mezzo di questa equazione 

x-^ià X'^2^ jr-f-w ^ ^ 

« della prima, si prendono i. valori di Av e di Ay e si sosti- 

le -4- « X 

tuiscono nella seconda, troveremo 

* ir -*- 2w X ^tù X 

Se in questa equazione pongliiamp di nuovo a? h* w invece 
di Jf, s' avrà 



;v * 



AV = y — oy h-J' i c sostitaendo nella ter^a 
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equazione i valori di J^y , ^y , otterremo 

A> ~y ^ — 3y ^ -hsy —y • 

Continuando (jnestp ragionamento è facile vedere- che 



» 



«(li-i) 



A y T=^y —ny ^ ""^ — ■' y _ . , . . 

-5^ ^;^ -y H- ec. =t ny ^y . 

In questa formula si suppone n mimerò intero e positivo: i 
di lei coefficienti seguono la legge jii quelli del binomio di Neuton . 

La ritrovata (espressione per A y può anche essere messa sot- 

* 

to questa forma A J' =0 — i )"> purché nello sviluppo del 

9 % 

fff 

secondo membro iiiwjce di scrivere le potenze per es. ( j' ) 

si scriva y , ponendo T esponente m come coefficiente dell' a. 

Si vede adunque che le successive diiferenze di y possono e- 
sprimersi per y ^y , y , ec- che sono la stessa funzione y 



nella quale abbiam fatto successi varaeijte r^H-^ invece di ». , . , 
Egualmente le qu^ntitji y ^y ^y ec, possono e- 

Sprimersi per y e per le dìiFercnze Av » Ab' » A' V ' «e. : infktti 
si ha 4all5 prima equazione y . =r^ H- A^ i e sostituendo neire- 

^ X ^^ X ' . 3t ' ' 

qqazione 

A'y=v — ^ H*y per y il ritrovato valore, a- 

X X -^2^ "jf-fW X r X'-h^ ' * 

vrerao ' ^' 

y =A'^ H-aAy ^J' • 

^x^2^ .X rx X 

Questo valore di y sostituito nelj' equazione A'v = 

y — Zy H- Sj' — V » ci dark 



t • • 



^. -^^= AV,-^3A>,H- sAj-^ -h>, ; 
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e continuando lo stesso ragionamento* troveremo 

^x-^m» ^x ^x » ^x a. 3 



Aoche in questa formula n deve essere numero intiero e po- 
sitivo: i di lei coefficienti scguotro la legge del binomio di Neuton. 
La ritrovata espressione può anche ridursi à questa forma e^ 

legante jr = ( Ay H- i ) purché si scriva invece delle poteu- 



ze come per e«. ( Ay ) » la difierenza m di y ^ ciob ùi y $ 

X XX 

cioè purché V esponente m diasi per indice alla caratteristica A .. 
R&ulta da quanto abbiamo detto in questo § , che; un* cjpres- 
sTone qualunque > la quale contenga le dinlerenze Ay »AV ^^f 

X X 

potrà sempre cangiarsi in uà' altra > che non contenga più quelle 
differenze > ma le quantità y % y i y ec. , e viceversa si 

potranno elimiiiare queste ultime quantità da una espressione , col 
sostituirvi i loro valori dati in hy ^ AV > A'y ce- 

Jf X X 

Le due fòrmule assegnate per esprimere A y ed y so- 

no state ritrovate per mezzo dell* analogia : non sarà discaro alle 
persone che amano il rigore geometrico nelle dimostrazioni > il 
vedere dimostrate queste formule direttamente ; noi per questo ri- 
mandiamo i nostri Lettori al §. 23, 

§.6. Neir equazione A/ =/ — y si faccia a: -f- w in- 
vece di ic, ed avremo Av =y -— y • • egualmente fa* 
rendo in quest' ultitna equazione a; h* w invece di x^ avremo 



Ay =y ' — y .• COSI troveremo 

Ay = y — y ed in genrraiC 



• ■ • * 



Av = y — y 

Dnnqije le espressioni Ay > Aj' > A^ . ec. , 
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A^ rappresentano le diiFerenzc prime 4ei termini di quc- 

Sta serie 

4 • * 

(A) — y ^y ^y ^y ^^ * -.j 

DalT equazione A> == Ay — Ay per un xtiedesiino rsu- 

gionamento si dedurrà, phe le espressioni A*^ ^Aj' ^t^'y 
ea rappresentano le diixerenze prime dei termini di questa serie 

(B)....Ay ^A^ >Ay >Ay ,.... 

che è composta delle differenze prime jdeUa serie (A): «sse adun*- 
que esprimeranno le jdifre2:eiize seconde della stessa j$erie (A); e 
cosi dì seguito . 

Ecco la tabella di queste differepti s^rie chp servirà di schiar 
liméi^ a quanto si è detto : 

Serie,.; y ,y .y ,y , y ,. 

DifK prime ày\ày ÌAv ,Ay , ,-- 

Diff seconde Aj' ,A> ,A> ,.: ;.... 

DifF. terze Aly »AV -, 

X ;ip-f w 

Piff. guaite.. ^. . .^ •.. AV >• • •• • • • • •• • 



X 



co. ,©c» ce* /. ce* 

£ se in onesta tabella 5Ì fa wV== o » co = 4 , avremo 

Serie...: \y , ;r. >r > J'^ » X » .T ».•••♦ 

Diff prime ....Av » Ay jAj» ,Ay , Aj» ,.••••••• 

o I 3-3 jl 

Diff seconde A'^ >A*J' ,A> ,A> j 

o I » 3 

Diff terze Ab' ,A!y ,A!y »... .♦..•• 

^^ v^ ^^ 

Diff «jnarte Aty jA^j» :• •,• 

O 4 



ec. ec. ec. «e. 



Nelle quali tabelle cominciando dalla serie delle prime dif- 
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fetenze , un termine qualunque è eguale alla differenjfa dei due 
che gli stanno immediatamente al di sopra ; così A ly , ^ Aj' — 

Avremo in seguito opportunità di fere .osservare quanto è in- 
tcfessonte neJJa Teoria delle serie la considerazione delle .dille- 
renze dei ][oro termini . 

§• 7- Se ^ o scmpliGemcnte y rappresentai una funzione e- 

splicita di wT, yale a dire se y j-appresenta ;jina espressione ana- 
litica formata di x in una maniera 4et;efmìnata e conosciuta , ab^ 
Hamo veduto come possano trovarsi le differènze tS.y%t^y^bJyf 
ec. della medesima funzione y . 

Trattiamo adesso il caso nel quale y è una. funzione impli- 
cita di ,a;y nel quale cioè j^ è dato in se i^ mez2^ 4i wna equa- 
zione fra w e y ; di modo che si richiede la risoluzione di un'jBr 
quaz:ione jier avere la forma determinata della detta funzipne. 

Sia ^(07,^) = o un'equazione qualumjue fra due yariabi* 
li x^y : Per <p^x^y^ noi intendiamo una qualunque funzione di 
07 e di y . Una di queste due variabili è funzione dell* alti;a , e 
noi .^-considereremo y funzione della ce . 

Xsp premesso siccome delle d«è ^sidetcrimaate a?,^,T&a le 
qiiali esiste la ^sola ^equazione ^ ( jc ,^ ) = o, una^ la "x pcr.es. , 
dipjande afllatto dal nostro arbitrio, .quindi è che detta equazione 
ayrV;luogp per. tutti i^ valori pos^hih\di x\ essa in conseguenza 
sussisterà ancorché invece di x vi si ponga a; H* w ; e per ogni va- 
lóre paftìcolafc ,r che daremo ad jc, avremo un pa:rtioolaro cocris- 
pqnadente valore per la ^ . 

jSiccome y è una funzione implicita di cv, indichiamola come 
.superiormente per y ì la nostra equazione diverrà ^ ( w ,7 ) = ^ ì 

I' 

sq ora pongjriamo in questa equazione scH- w invece di x^ avrfcm.o 
rie5Óai^ióne:^(^H-w,y . )#o;,,o^^^^ 

,0, Jflx^uale, sussisterà insieme ,con la pjt)poata- Jja rijioluzione di 
questi equazione ci dam Ay espresso jin 07,^1 w« yale a é\i^ ]a 

differenza prima della ^ funzione implicita di flp:.duiDquje p.er ?ve- 

re la ;diif(^ireT^?,a prima- di mna fu nzione^y implicita di ap»;Wìsostitntvà 
nell'equazione, che detei'mina quella funzione, arn-w invece eli a,. 

Tom. L D 
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ej^H-Aj^ invece dì y; quindi per mezzo della nuova equazione 
che ne. risulta , si determinerà Ay • 

Abbiasi jìer es. Y equazione y^^by=:ax' h- co? h- ei e si 
voglia trovare la differenza finita della funzione y : avremo secón* 
do la prescritta regola , questa nuova equazione 



{y^ùiyy^'b{y^ùiy)=a{oQ^bòy^b{x^{3))^ey ovvero 

e ) co ; ed osservando che y^ h- iy = dx^ ^cx -^e^ troveremo per 
determinare Aj'. quésta equazione più semplice 

( Ay )' H- ( ^y-i-b ) Aj^ = a«* h- ( 2ax -4- e ) w , dalla quale ott«rr«- 
mo Aj' == — ^^^ ±= \/(aw*H- (aoxH-c) w H- (^^^^)*) . 



§. 8. Nella stessa guisa, potremo avere la differenza; seoonda 
A*^ : infatti la proposta p (^^y ) == o , ci ha dato ^ ( a? h- w jjy ) 

i=o , e questa, ponendovi a; H- w invece di Xy ci dà ^ ( :i; -h* • • • 

Ora se in quest' ultima equazione ponghiamo invece di y 
il sno valore y «-f- 3 Aj' H- A*^ > avremo T equazione 

•w ■♦ 1^ 

^ ( X H-, a W ,^ -^ a Aj' . Hr A*> ) — 9 > che risoluta , ci darà AX » *: 

* • • 

spresso per y ^ Ay > 5c, oo ; e ponendo' per A^' il suo valore in a;, 

..y ed w^ otteaiuto per la regola del.§. antecedente, troveremo infi- 
*e la differenza seconda A!y. della funzione implicita y déllsi 
Variabile vT ^jpressa. per* oc ^^^. ed w. Col medesimo ragionamento 

X 

sì potrebbero trovare le jiif^renze degli ordini superiori. . . . ,. 
§. 9. ,11 principia > phe, serve di base al metodo di trovare le 
differenze dèlie funzioni implicite, principio che abbiamo dimostra- 
to al §. 7., è il 'Seguente.' sussistendo fra a; ed j^ ama equazione qua-» 
3un(^ue ( è per noi io stesso jy ed ^ : si scrive o V una, o T altra 

espressione di funzione/ secondo il bisogno } ^ . 

(0--^('^y7 ')=2=:o sussistono ed hanno luogo insieme coti essa 

Je equazioni 
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t 

ày) = o 

(3) • • • ^(«-^aw, V _)=o, oyvero (3)'. , .^ («H-aw,^ -f- 

(4) • •• <5(af-j.3w,j;^^^^)= o, ovvero (4)' . . . ?i (*-i-3w>>Hr •.• 

3A:y -^ 3A> H- A> ) = p 



{«H-i,)--^(«-l-«w.,^, )==p, ovvero (/2i-m)'. ...^ (a? ^ 



Ora sussistendo ciascuna ^ì queste equazioni nello stesso tem- 
po che sussiste la proposta, apparterrà ciascuna dia medesima re- 
lazipne.di variabili x^y^ cui appartiene la proposta jnedesim?i, e 
potrà per conseguenza cenere il suo -luogo. Lo^esso v^xk aucoj^ 
per qualunque combinazione dcljie stesse eqtjazioni » che jsarà .SjSBPr 
pre un'equazione, la quale potrà tenere il luogo della proposta. "^ 

Una com^)inazione poi delle due equazioni (ji), (a) ovveno 
delle (i).j(ay dicesi un'equazione alle differenze prime; una.cQm*. 
bipazione deHe tre equazioni (i )>(»), (3)5 ovvero (i)>(a)%(3y di- 
cesi una equazione alle differenze secónde: una combinazipne dèl<* 
le quattro eqìizzìonì (j)?(a),(3)r(4)i o qhc è |o stessp del^ (ij. . 
W > (3) > (4)' ^^ chiama una equazione alle diffeifenze quarte , ti : 
in generale una ccMixbinazioqe qualunqqe deUe v<^azioni {i)j(2)f 
(3) • • («H- 1 )> ovvero (OvW>(3y» • • • (/^H^i )' si chiama uaa 

equazione alle differenze n'"'"' . 

Si vqcle adui\que che una equazione alle difièreo:;;è prime de^ 
ve contenere il Aj',, ovvero la funzione y : una equazione alle 

differenze seconde deve contenere la . differenza seconda A*^» ^^* 
vero y ; ed in generale un' equazione alle differenze »'*"^ de- 



* # 



i 
I 



ve contenere la differenza n"'"'" AV » ovvero 1^ funzione y 

« qualunque di queste equazioni alle differenze appartiene alla stes- 



«-Hw* 
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sa relazione di .variabili qui appartiene la proposta; essa adunque 
potrà fatue le veci, ed alcune volte esserci di sommò vantàggio 
nella soluzione dei problemi . 

§. IO. Le. diverse combmazioni che possiamo fare eoa le sa^ 
pèriori equazioni sono infinite di numero, noi però ne considere- 
remo particolarmente due sorte: la prima con^ste nella successiva 
sottrazione . di quelle equazioni, e la seconda neir eliminazione di 
quahtrtà costanti. Ciò che diremo delle eqnzzìimi (i)i(^)>(3)i ce. 
vale anche per Y equazioni (1)1(2)', (3)% ce. die quantunque di- 
verse di forma, sono in sostanza la stessa cosa* 

Se dair equazione ( a ) si sottrae l^'equazione ( i ) , avremo con 
questa combinazione un* equazione 

^ (a;-fw yy ) — p i^^y ) = o alle differenze prime^ la qua- 

lo si chiama la differenza prima della proposta p{Xìy } = o» 

Se àalV egnazione (3) si sottrae la (a) , s* avrà 

^(«-^•aw>jf ) — <f>{x-^(ììyX ) = o ; e sottraendo da qnest* 

ultima equazione la trovata differenza prima , avremo con qnesta 
nuova combinazione » un* equazione alle differenze seconde 

^(*-H2W,^^^^^) — a^(«H-w»J',^„)H-^(«,J'^) = o, la qua- 
le si chiama la differenza seconda della proposta ^(a?,jf^) = o. 
Sottraendo dall* equazione (4) 1* equazione (3) , a ha 



^(a?-f-3W)j' ) — ^(arH*3w»^ „ ) = o , dalla quale sot- 

tratta r equaàonq ^(« -h^^yV^^J — <P ( *H-«,^^ . „ ) == o-. 



si ba 



^.(*H-3W,J'^^^) — a^(jCH-3U,j^,^^)-i-?»(i»-hw,jr^=o: 

se ora da quest* ultima equazione si sottrae la differenza seconda , 
qui. sójrrn trpv^ita, s' avrà con questa combinazione un'equazione 
alle diflereuze terze 



^(.*,-^ ) = o, la quale si chiama la differenza terza della prò- 
posta p{x,y ) = o: così la differenza quarta è 
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-^ 4^(^H*w>j^ )*^p{^^y ) = o; si Tcdc facilmente quali in 
generale sarebbeio T equazioni > che esprimerebbero le differenze 



degli ordini superiori di una qualunque equazione p{xyi^y=io{x2L 
le due variabili x eà yi poiché ridotta Y equazione ad avei*e il se- 
cando membro eguale a zero, si tratta il primo come una semplice 
funzione dell' x ^ prendendone le differenze finite per mezzo delle* 
formule del €. <. 

Per esempio ridotta 1* equazione > proposta al §. •? , a questa for- 
ala jf* -^by — . ax* — ex — e = o > si avrà la sila dijferenza ' prima 

così espressa 



ax*^hcx^he=<i 



avvero 

La sua differenza seconda sarà 



' ') 






• • » • 



t • * ... , 

y ^by — a«* — ex — e==^o :.. ^ ^ 

ovvero 

(y Y-k-by — a {(y ^ )* H- ^7 1" ì -^ ^ h- ^v ~ 



aaw* 



Eseguendo le combinazioni di sottrazione suddette sopra le 
equazioni (i) ^ {^)\ {sY ^o^ s* otterrebbero altre formule per esprime- 
re le differenze prima 9 seconda ec. d'una equa^ion^ proposta : que* 
«te formule sarebbero pero quelle stesse nelle' quali fi cangiano Itj 
ritrovate superiormente , ajlorcbè vi si sostituisce j^ H-,/^ P^^ 
y ;j'H^a4yH-A*> per j' ^' e cosi di seguito . 

§. II. Se r equazione (1) del § 9^ contiene alcune cosrant| 



\ 
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a,6,c, ec. (jncste. si nvovano in^ter^te nelle equazipni (aj,.(3}, 
éc, ese per mezzo delle doe equazioni (i),(a) dinfùtìiamo una di 
queste costano ) a per es. , s* avrà con questa combinazione nn' equa^ 
zione in «,^ e v ^ alle differenze prime, la quale conterrà jina 

costajite di meno che IVequ^zione proposta 9 ( a? ,^) == o, i 

:Se per mezzo delle tre jequazioni (i) , (») i (sMli^niarao due 

costanti a , bj otterremo una equazibae alle differenze seconde in 

^yy ^y . yV > la quale conterrà due costanti di meno ohe 

l'equazione (i); ed in generale potren^o per mezzo dpUe equazior 
ni (j) , ^5i) , {n^ i) ejirainare dalla propo^ un numero m 

di costanti, ed ottenere un'equazione alle differenze ro**''^' via qua- 
le contenga un numero m di costanti di meno della proposta. 

Dunque data una equazione fì:a due variabili sc^y, e quanQ5 
.^i vogliono costanti , si può sempre ottenere una nuova equazione 
che esi^rima Tistessa relazione fra le variabili, e ohe contenga un 
certo numero di costanti di meno della data medesima: questp.nuo^ 
va equazioryB però sarà un* equazione alle differenze , ed .il di lei 
ordirne ;Sarìt eguale al numero delle costanti che Jivfeipo ^èlliminate., ' 

Per esempio vogliasi avere un'altra equazione .che appaite ri- 
ga alla stessa relazione di variabili , cui apparti/?Qe y = ax , e non 
«ontenga la costante a . 

Si faccia nell'equazione proposta a h-w invece di a?, ed avre* 
mo amora queste due equazioni, che sussistono nello stesso tempo 

Cavando dalla prima il valore di a 9 e sostituendolo nella se- 
conda, avremo ^ ( y )* = J'* ( ^ H* w ) > equazione alle differen- 

ze prime: qtiesta equazione può 'tenere luogo d«lla proposta,. e 
non contiene la costante a. 

L* equazione trovata alle differenze pirime, è molto più genera- 
le di quella da , coi è stata dedotta: 1* una e, 1* altra appartengono 
invero ad una parabola Apolloniana \ la priiba però e' i' equaziò-' 
ne di nnà .parabola il cui parametro è a;. e ia' seconda appartiene a 
tutte le parabole Apoiloniane qualunque ne sia il parametro; essa 
ci dà utìa" proprietà di queste curve, ma indipendente dal parame- 
tro, cioè che 1 Quadrati delle ordinate -sono proporzionali alle ascis- 
sf cjorjcisppndeflti . .. ,^ . . 



4 « < 
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J. I a. La differenza ra'^""" di y è rappresentaa per A'!y » e 

con§jderando il calcolo delle differenze seconda i prineipj fonda- 
nrentali dell' Analisi tXenvata , questa differenza è una derivata 

jjetmà in^^t^ generalmiBOte da dy^ .' 

Se noi ora rappresentiamo una tal derivata /z*^^^ per z ,avre- 
tno z =^d^y ; e questa equa^ioiàe'('!PrinG. ec. ^. 3>4 ) conduce 
subito a quest* altra y =D"j8 ,14 quale ó. iliee> ciic per avere 

y conviene prendere la Derivatrice V*** di a . 

U Analisi Derivata diretta ponsiste nella ricerca delle deri- 
vate di una d^ta funzione > .e T inversa in quella, delle Deriva- 

tnci . 

In questo particolare sistema di derivate il; ijalcplo. inverso si 
chiama Calcolo SommatoriOjO Calcolo aéllè Somme, ^ o degli 
Integrali finiti ; noi adopreremo più sovente il nome di Calco- 
lo delle Somme : le Derivarici si chiamano' Somme y o. Integra^ 
li finiti , e si: adopra oìrdinanameiRe la » ietterà greca 2 invece 
della D. ... 

Noi adunque non parleremo d'otti in avanti che xli tliffèrcnze 
e di somme , e tutto ciò che abbiamo detto ( Priric. ec. §. 3,4) 
rappòrto alle Deiivatrici ha- luogo parola a patol* per Icy somme • 
Data pertanto una fBnziDnp.j^ ^i.a?,.cjbe.i5)j iqdic^remQ f empii- 

cernente per. Uy appartiene .al.calco.lQ delie-differenze il ti:ovare..le 
espressioni jdi ^u , A*m j A'*^ > ec. , ed appartiene al calcolo delle 
sómme il trovare le sómme '2z/;,2*z^i2'w'i efc: dcm'sfcssaVun- 
zjone zz, , . s , 

Queste espressiqpi 2i^>2*^i.ec. si phiamanò le.soiwmp Vìry:^ 
ma^ Seconda j ec' della funzione ui-csse ci indicano quelle quan- 
tità, le àiffè tenie deMè quìrti^ci danna la fuiT2:k3«ie>/vi^oàchè-z2 è 
la differenza prima di Sz/^ la differenza seconda di 2"w> Ja diffcr 

» -, • • c ♦ - . . .11 . » »; I.' ,♦ ) '. ^ »i j «* 1. 

ronza terzi di 2'z/) ed e in generale là differenza n^^^*^ ^i^^Uy 

cioè rz — A''2''zz . [ . . 

L^ operazione per prendere le somme, 'indicata da 2, djcesi 
integrazione ^,j^ ^Qmma\ ediciàii;iQ Integrare^ o Sommare il fa- 
re quest' operazione : essa disfà cip ohe ha fatto V operazione per 
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prendere le differenze , ed in qacstq ^pnso Y una è V ioveria 
dell' altra . 

Se per z funzione dì x ^ indica 9na differfinza «*'""* di 

un* altra funzione y i sarà viceversa y la somnja ,0 1* integtaU^ 

• ' 

/»"""* di z : considerando il primo rapporto che lega le due fun» 
zìoni 2 >,y abbiamo fra 4i esse guest' equazione 

(À) z s= A'!y : coas^eraodo il secondo rapporto > le «detto» 

due funzioni sono legate per quest' altra equazione . 

(B) y = S*2; : le due equazioni (A) , (B) sussistono nello 

stesso ,teinpo: esse sonò una I* inversa ' dell' altra , e data r equa- 
zione (A) se ne deduce subito l'equazione (B), come pure da- 
ta r equazione \(B)'^ se ne deditce ' subito T equazione (A). 

§. 13. Sia ora proposto' il polinomio intiero a^bx^ 

H?ap* -4* H*p^*> e di quésto se ne cerchi la «omma pjrima « 

o si cercai quella quantità 9 di. cui la . di/Ferenza, prima renda lo 
stesso poTinoraip. 

Se per y rappresemìaino la. quantità .rkereatn<9 avremo 



♦ *;> 



j^ == 2 (flH*j&«.*rh.c***f' — ! --HpjX ), ovvero- essendo co- 

stanti i coefficienti u^bìC^^. ; . p ». ed essendo a = aa;", (a) 



■* ^ ' I I »»■ 



(il] Noi abbiamo tacitamente soppofitoxhQ nel prendere.! im^^ale .fi- 
nito del polinomio serva prendere separatamente T integrale di ciascono dei 
suoi termini:. per. dimostrar tutto qnesto si osservi ( $. 3. ) che dal 1* equa- 
zione ù tu H- 2 ) ;= Au H- Az , si deduce subito quest'altra zr h- s =: 

m ; .;r •* ^ '. ^ . - ' ' ' . \' V - - ^ ■ * * 

£ ( iìa rf A^ ); «a tt = SAa ,2 = Zàz \ AvLìiavL^'Z { àti ^ At ) = 
lAu *f £Az \ e facendo Au =;/ii , A^ == n ,' s* avrà S ( m s- n ) == 






Dimostrato .che V integrale, dell* aggregato di due. Sanzioni è lo stesso 
che r aggregato, dei due integrali delle dette funzioni^ se he dedivcrà che 
r integrale dell' aggregato di, tré funzioni è lo stesso che' V aggregato d^i 
tre integrali di ciascuna di quelle funzioni , e così di scgnito. 
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Dunque p^r ayjere la somma del proposto polinomio > bisogna 
conoscere le somme delle semplici potenze della variabile x ^ cioè 
S»* > 2^ > Sjj?* > ec. Ecco come si hanno queste somme • Abbiamo 
trovato al §. a. À^ = u > ed nna tale equazione 9 secondo ciò che 
si è detto al §. antecedente y ci dà quest' altra eqmzipne x = 2u = 

w2 1 = «2^* > dalla quale si ricava ^x"" = — . 

Parimente l'equazione Aa?* = 200» h- w* , ci dà a* = 2«)2a?H- 

(o'2«* = aw2«.H- wa?, ( aven4o sostituito — invece ^ 2«** ) « da ^e- 

sta equazione si ricava Za?=:p— ^- — ?= -^^^ — ^— ^ * 



L* equazione Aa:^ :f= 3w»* H- 3W*a? rt* <»^' ca ^.'^ ^' = 3w2a?'H- 
3U)'2«-+w'2a?**, dalla quale si ricava 



^^ « x^ x^ ^^^ ttf« j»(jr — M)(2jf >-.c») 

3^ a a. 3 3.3.4* 

L' equazione A3i?*= 4w.t* H* 6(o*a*H^4(o^«H-w* ci dà 
a?*=4w2jc'H*6(o*2a?**i*4oo^2ac^H-u)^25c'*> da cui si deduce 



4w 2 ' 4 4w 



K^lla stessa maniera ^i troveranno le somjne delle altue PQ^ 



«AP* «*' 




.tenze > ed avremo 

2^4 «^ ** 

5» 2 ' 3 30 

X^ X^. ^^ $X^(é x*ia^ 

6y a . ja 19 

j6 così di seguito. 

Ma. per avere in .generale 1^ somma di x snppongbiamo 

^jc = A:v ^ Sjc «-{- Co; -i- ec. Ora onesta «qnazione 
ci dà (§.13. ) 

X =AA* " -^BAa? -f CA-ac'*''^ H- e»?, ovvero prendendo le 
respettive differenze 

Tom. l E 



24 MATEMATICA SUBLIME 









«•3 



S/7E00JC 






Jt> — -^i — w« H* eo 



C ( ra — I ) wa; H* ec 



dunque A =r--L—,B = ~ ^^^-^'^^ =.~-l, 

A(i»-»l)wr ^^t B*» M 

a. 3 3 ' . 

J) __ ^ A(wrH't)ig(iiy>--t) ^5J — B>iy(w — l) ^^- C(w-r) ^ 

2.3.4 3-3 2 

ce. 

Sia per es. ra = 3 , e sarà 

Sostituendo ora i ritrovati valori delle somme 2 1 % 2wV ce. 9 
s' avrà la ricercata somma così espressa 

^ X \« 2*6/ \2W 24' \3M 2/ * 

Vìi 

4<» 

A questa somma y conviene aggiungere una costante C , 

poiché ( §. 4. ) la differenza prima di j^ h* G è la stessa che quella di 

y ; e siccome sopr^ questa quantità rappresentata da C , non si de- 

termina cosa alcuna , così essa rimane al nostro arbitrio y e può ri- 
cevere quel valore che a noi piace, purché sia sempre indipen- 
dente da X . Sì dà poi il nome di Somma Completa , o d' ime* 
graie Finito Completo alla somma , cui si è aggiunta la costante 
arbitraria : così la somma completa del pioposto polinomio oy^-^ 

C , prendendo per y la ritrovata espressione • 
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$.14. Si voglia adesso la somma completa dolla funzione 

Siccome abbiamo trovato al §. a^ 
A(«(a?-h.w)(a7H-2w)..,,.(aH- /2j»ì)) = (/2H-l.)w(f?-hw) 

COSÌ d* avrà subito ( §• 12. ) 

2^(a7 -^ w)(a7-i-3w) (a?~i-/2w)) = 



• • • , • » • •, •. f« 



E ponendo in questa equazione x — w invece di x^ avremo 

•• ^" • . _ • ' ..-•••• 

2ra?(afH-w)(a7H-2w) (wTH*(/2 — i)w))=.....-^ 

(*--w)jr(jr-+w) (jif-*-(«— lìw), 

' ( » -^- l ) w 

Ora essendo n un numero intiero qualunque, si ponga n^i* §: 
invece di n , ed otterremo infine la ricercata somma completa co» 
SI espressa 

2(«'(a;H-w)(a?H-3w) ,(a?--^/zw)) = ............ 

(^^^^^^^(^ ,). (^^,,) ^ indicando per C la costane 

te arbitraria. 

Con egual facilità sì ha la somma completa della frazione 

• .-. ... „ ..... 

^TTIjJl^ H > H- 1 ) (;r ?«T) ^^^^^ quale A è una quantità costante, 

ed n nn numero iutiero . Infatti essendo 

* • > 

A » _ 

> *(*-+W)(*-f2w).....(;P-^,W) • • • •/ ...... • 

(/2H-O(0-r ^^ 1 

* ' *(*-+w){«-*-2w) (*-t-{»H-l)0) 

avremo 

2-; £ 

. /»(*-<-<«)(»-+2w).....(,H-(»H-i)«) ~r ••••; -• 

* ' • • * 

rrTTw:;rH7- H..H^.^^ » .e ponendo in qnest* e- 

qnazionc tz— i invece di w, e quindi moltiplicandola per A, 
troveremo 
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<*^i^^Èmm»mmmmimimm % 



Il secondo membro di qaesta equazione sarà la somma della 
proposta fi'azione^ cui aggiungeremo la costante G per renderla 
compl4|:a . 

Per avere la somma completa del prodotto x(x — w)(a?' — 

2(0 ) . ( a; — /z(o ) si prenda V equazione ottenuta al §. 2. 

> 

A(«(a? — w)(a? — aw) .(a; — /zoo )) = »(« — w)(a: — 

aw)..,.(a? — (72— ; I ) w)(;r2-i- I ) w; 
Si deduce subito da essa 

x(«~w)....(a? — («— i)w) = -i •^r^jzTxY^ ' 

• ■ • 

nella quale ponendo nn- 1 invece di /z, ed aggiungendo al secon- 
do membro una costante arbitraria > sì trova 

S^(ap tO ) (JC 2U>) .... (a? /2C0 ) = • • • • < 

Così facendo 



n 



n 



;Osiha2ar=^^^""^^H-G 

2» 



« = 3 . . . , 2a?(flc — 00) (a: — 2W) = . . . 

4» 



•^ • 



• • 



« t 



ar(af— w)(jr— aM)(jf — 3«*)(* — 4w) . Q 

ec. V ec. €0. 



L* integrazione delle potenze di x può ancora ridursi ali in- 
tegrazióne di queste funzioni ; cerchiamo per es. il valore di 

'2x* . 

ÌPacendoa?»=a?(oc-— ca)(a?-~2w)H-Aa?(a? — w)-i-B avrc- 



/ 
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mo per determinare A , B quest* equazioni A — 3(0 = o, B — 
Ab) H- 2M = o, e sarìL allora 

2«' = 2a;(« — w)(a? — aco)H-A2a7(« — (o)H-B2a;. 

9*4* I 

In generale per avere 2jc ( /z è supposta intiera e positi- 
va ) facciamo 

a? =zx(x — (3ì){x — aw ).*......%..- . (x — /zw) -f* 

* A*(« — «)(ap~aw) («— (« — i)w)«-j- 

B)c(ar — »)(» — 3w) .... (x — (« — 3)w)-H 
C*(a;-^(«))(ar — aw) ...(a? — (« — 3)0))-», 



• • 



6 la difficoltà sarà ridotta a trovare i coefficienti A > B j G ec. 
Per questo io osservo che 



x(x- 


--w)(a? 


— 2W) . .. 


. (a?- 




x{x- 


-w)(a?— 


• 


-(»- 


-l)w)=f a? — bx -h 

7 // « — a - ( « — I ) 
X H* . . . qp D a; . 


1 


-w)(a?— 


-a(o)..(a?— 


-(n- 


•2)w) 0? — 


• • V 


p 


t 

• 


A A « fl 


«-a (»-3) 

ex H- • • • rfcC 0? 








X{X' 


0? X 



( le quantità d^d\ ec, Il %h" ^ èc, ec. si ritrovano facilmente per 
mezzo della moltiplicazione ) e perciò avremo le equazioni se- 
guenti A — a=0} B-^Aò'H-a" = o;C^BcM-Aò"-~a"= 
p ; ec^ dalle quali ricaveremo i valori di A , B , G , ce. 
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La natura dei fattori che entrano in quei prodotti facilita moì- 
tissioK) la ricerca delie quantità d .a" , ec, b ,b\ ec, ec. ' 
Intatti dalla I eoria deU' equazioni abbiamo 






9 • 



• • • • 



Ora secondo ciò che diremo al §. i6., i 
/i =^2 («H'i);. dunque. . . (f .. .; 

a = «2 (>i-Ki ) , ed in . consegueifaa' à' =? w2/z , C = w2 T /z 
1 J, ec. > 

Egualmente 



a 



' ' { • ■ 



(;^-2))-^(/^-2)(I-^2-^-3-^..:.-.^(/^— 3))H-...H- 
2.I)=lo•(;^2/^H-(72--I)2(n^I)H-(;2^2)2(/2— 

a''=w'2 (7z-M)2(/zH- 1 )2(;2H*i),ec.ec., ed in conseguenza 



e = 00*2(72 - 1 ) 2(72 - 1 ), e" = (oJ2(/2 - 1 ) 2 (/2~ I ) 

.2(72—1), «e. ' ^ . J 

'CCt 

L* equazioni allora, che determinano i coefficienti À,B, ec. 

diverranno ' " 

A — w2(72-{-i) = p, 

B — Aw2(72)H-w^2(;zH.i)2(72H-l) = 

C-.B(x2(72 - I)H. A«'2/2272~ <0'2(72 H- I) 2 (72H- I) 

^ . J ', - • 

E~Cto2(72.-2)^Bu)'2(72--l)2(72-^l)~Au)»272272272H- 
>'2(72.4.I)2.(72-M)2(72H-I)2(72H-J) = 

ce. ec. . 

delle quali è manifesta la legge {a). 



o 



dei iL'lLm-^"^ «stendere . il metodo allo '«vìlnppoiìi serie ^éllc potenze 
Qci poiiMoi], come segue ....'. 
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§. 15. Le fanzioni di cni fin ora abbiamo dati gli integrali li- 
niti f sono funzioni algebraiche : assegniamo gli integrali di alcu- 
ne funzioni trascendenti. 

Si voglia la sómma completa della funzione- 

a ( AH-Bar-hCor* H* D^^ H- CC-) nella quale a,A>B,G/ec. 
sono quantità costanti. 
Essendo 

2<2 (AH-Ba7-{-Cap*H-ecv)=A2a <^B]Sa;a H-CSflc'.a H-cc. 



è evidente che tutto si ridurrà ad avere le. somme ^a^ , "^xa , 
^x^a j ec* Ora si ha ( §. 2. ) 



» 



^ X X ^ ' *-'t0 X 

£ixa =a?a (a — i)H*waa > 



Si cerchi per esempio Io sviluppo di ( i -1- a;»? -f- hx^ -+ dx^ h- cx^ h- ec.)* . Fin- 
fflamo questo sviluppo =: i H- h x ^ K x^^^ h!' x^ ^ A'" x^ -h ec. cs* 

sendo h .K ^K' ^ ec« fanzioni di /z da determinarsi : avremo allora 
n f» « 

( 1-f a^-i'i;if**+ ec. ) • =ri^H-A x-^K A**-f-A'' at^ H- ec, 

* n^l »-M #•+! 

» • . 

Ma ( 1 -h aA? -=i- b;if ^ •+ ec. ) == ( i H-a^i? -h fc^r^-f ec.) ( I •+% a;» h- A' at^ ^t- 
ec.)=: 



* « 



I -fA X^^'' JT^-i+A'' ^H-«Ce . 

H-a H-A a -i-A' a -f-ec. 
» Il 

-+& H-iA -4- co. 

S-C -!-CCJ , • 

« 

doncjné paragonando i termini omologhi sVavranno T equazioni A = 

/%*^" I 

A -fa; A- =A' h- aA" h-6; A''^ = A'' h- aA' ^ ifi -i- t?r ec'- o^v^o 

M z=:a; AA' =aA h-ì; AA'' :t=aA' H-6A^-+^rT fcè '*a!1t5 <tiu4i ilej;crminej«- 
» ^ » n n n : ;,,. ^ ^ " 
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fcc. ce. 



Dtjin^ue ( § 12.) 



Sa 



X 



(4l 



a —I a "—1 

cii (Il ca ' 



# — I a — I 

■ * * •.' 






• . • » ' ■ 

ec» ep. ec- ^ 

Conosceremo pertanto la somma della funzione proposta ^ al- 
la quaje aggiungeremo ài sòlito là costante ^'rbitittpa per. rènderla * 
cpmpleta. 

Le differenze delle trascendenti circolari ( ritrovate al §. a. ) 
. seri Xy cos x » ci somministrano il mezzo d' averne le somme : in* 
fatti dal citato §. ricaviamo 

J^senx=' cosx.se/Kii — ( i — jco^w) senx 

^cosx= — senxsenta — (i — co5w)co«cf> 

dalle quali sì deduqe ( §. la. ^ 

sen X = sen w 2 cosx — ( ^ "^ cos w ) S.se/z x 

coSjX^= — sentì'^senx — (i --..cos(^)2cosap; 

ed in£i^ 

«(1 — rw») 

ehe sono le sonune complete delle suddette trascendentìi . 



* * * 

. ©aHe foraipl©:che al)bi«wia troiate *l § citata p#r «sprim^ 

somme delle stesse funzioni , e si ottieqe 
"^ikT ^enx = ^ ag. X CQSX'^bg.có senx 



H^iiffS cosa? (Ma? "" -i-Na? H-éc.) 



• • r* 



*^ r 






>^ 



• * 



^1 -Wi 






^a: CQSx = a^.a? $enx — 5g".a? cqsx 

5^2cosa?(Ma? " -f-Na? 







bg'S.^enxi^J^oT -f-B**" ;<^€c.) 



* « « 






• — og" 2 cosa; (Ajc •f>Biè "H-cc;-)'. *"♦ 

• s 

Facendo m^=±à ^ si ttàvaiio ì . yalori di 2 sen x >'2 cos^ ; dal-* 
là" cògnizjipne? di \ questi ^ faqeodb wz = i /si t^'ovano i valori di 
2ar^ea^>!2àt trovano i. valcfri 

•di' 2jc' *?7r.T^^ llx^òosxy ec. , .. • ' • -• ' 

§. i6. Oltre le funzioni che qui abbiamo integrate 9 poebq 
altre ve ne. sono dotate di qualche generalità > ed indipendenti da 
quelle 'sopra lattate ^ delle quali se i|& possano detennìoaie le som* 
;Bi4i. Noo jsi ha.un^ metodo generale per trovare Ji? somme delle 
illazioni 9. e per sonwjare,^^^ funziouie bisogna \sipmpré ricorrer^ 
ad artifizi particolari , .c|ie gli siago propri : non ostante > ^onteDfr 
dandosi d' avere le somme delle funzioni espresse per ^rie\, s^ pò-, 
tranno ottenere ia questa guisa. 

Sia z . la funzione. di x di cui si vuole trovare Ja somma Zz . 

Qnest^ vsqiin|^.(jyB^^^ quantità y , che ia sua diife- 

Tom. I. J* . 



^a 1 »• M A T E M A T ICA" : S V B L'I M B 

renza ixnita sia = £; > che si al^ia cioè y — y = Av =2 ; 



Ora la serie indefisita rapporto -al sno princìpio 



» V 






2 H-2; 



può rappresentare ìù generale questa somma : infatti snpponghiamo 
che in qnesta serie x divea^ a; H^ u : avremo allora una seconda 
serie , da cui soètratta la prima , ne risulterà per di£ferenza la i^- 
zione z : danqpe sarà in generale 

^z ==JB H-a H-«l ^ H-^ Hh • • • • H- « 



2^ « -'!■ • • • • 

JP— In-*- !)«• 

r 

£' facile dedurne di qui 

Sx s= Z <-4* S2 

Sai ^. =a , H^« -hSs 

«•4*a«* «-fu * » 



♦ ' » 



• •• . • 



«e. ec. - ee. 



V 



' ^ / 



Si vedrà in seguito Y utilità di queste formule. 

Quando per (o si prende Y unità, e per x un numero intie^ 
ro e ^sitivp y allora si suole incominciare la serie dal termi* 
ne 2; ) e terminarla al termine z _ : abbiamo in questa suppo- 

dizione 1 

ZiZ =:Z H^« H-Z H* ^Z ^Z ^Z H*2 • 

X xr — 1 ' jr--a * — 3 3 aio 



Così per cs. la somma della serie ih*2H-3H-4H*-- 
(n — i) è rappresentata dà 2/2, riguardando n come la variabi- 
le X . La tiatura' delle questioni dà Y origine della serie negli altri 
casi come vedremo- - . , 

Si può ancora aver la somma di un certo numero di termini 
di una sèrie data per le differenze finite dd termine generale . - 

Infatti esscudo ^z ' = 2^ ^ . , rh « . -h 



x^n x-hn^l " ;r-4-»— a 



Z , __ 



^Z 



4 
t- 



f:ALC0LO DELLE DIFFERENZA FINITE C&P. l^ ^$ 

t 

sarà "SéZ — ^z lei somm^ dei termini che precedono Ss ^ 
Ora abbiamo dal $• 5f 

dnnqnp p^^enden^o T iptejgraje dei djie fnembri di quest* altinia 
equazione, avremo 

da coi si ricava 2j5 ^ — 22= R;»^ -H- * ^ "J»'.! A» -if • . • . • 



»(«— 1)(»— a) 



/-•3 * 



A'^ •!- eo. 






§. 1 7. Spesso accade ohe è di soixim<ii utilità cangiare la ri« 
43erca. d' un' integrale in quella di un'altro per avere qualche van- 
taggiosa trasformazione ; così avendo ritrovato al §- i. die ( rap^ 
pregentando pef z e per y due funzioni ^ ^a? ) : . • 

A ( a • j» ) = 2jAy -4- ;'Aj5 -^ Aa . Aj' » 

avremo 

2 ( « Aj' ) == sy •!-• 2 (^ As H- Aa . A> ) j 

e £icc^Qdo A^=s.u, ' 

*S(^-.tt) = z2M — 2(2u>AaH7Z/Aa)- 

Risolta di qi]ì die ,; per integrare il prodotto di dne fiuizio- 
^ ni z,Ui conviene molt4dicaii6 la prìn^a funzione z nelY integra- 
)) le della secoilda ; e moltiplicando la ^fTercinza della prima fìin- 
j) ziòne nella feconda aaméqtata d^ sco integrale > sotaanje V ixh 
n tegrale di qué|Bto : ultimo prodotto dal primo . 

Questo Teorema è conosciuto sotto il nome M Regola <f in- 
tegrazion§ per parti. 

§. 1 8- Le suddette formule sc^o di .uso nolla 

4^11' integral.e finito deJla frazione r- 



nella quale n^p^q^ jdc sono nnmeri inHeri vo^^itiv^ ed ineguali^ 
.ed A una qqanrta costante . 

lucoiiiiiici^iDo dal supporre ohe la li:i.T.f.c ^:?(..r' finsi sia 



j 
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A 

questi -^ ^ . . ^ 

Decomponghiania qii€sta fraziene nelle safr firazioni elernsa^ 

A e B 

tari , e sia — — - — r == h — : — - ^ 

Per determinare A^B avremo Tequazìcme- 



-•♦. • . . < 



(GH»B)a?H-C«oi) = Ar dalla- qiiale si rìGa:va: C= ~ , B' 



C 



A 



- : sarà per tant» 2 -~4 — ? = - 2 - 



• •• • • 



A ^ I 



^2 



^ » I H -^ 



« irti» * « «Muti 

ma per ciò che si è detta al §. antecedente 

5^ t t' " 1 . 



r 






#— « ^^ ;f— 3(#^^ ■ ' * 4^T*-(ni*— I>^ X -rj. ( i5^--p 3^.) (Oj 






dunoue soetkaexì^ per 2 — 5— il suo valore r avrema 

2 = ( — -4* ■ -' " ^H''' • • • ♦ » *H^ ; r~.."4*~-« * 

-i r-V •.. .- '. .• • •• . e 

J» H- ( » 1 ) fàj 

Questa espressione amn«nfàta éA nha Ì5éis«ante wbitraria r è là 
riset^eata somma completi., oompasta* di un numero finito » di termini. 

La frazióne .— — —— — — ^ ' »t somma- ancora facilmente ridiu- 

•• •. • . . i^.'T'.v^Kx^.f*.): .•...,., . • ' , 

€éntìohLiaÌhi prima .eolfaie xr»l-JHW=J^T poiphè .ateismo allora; 
^a cfioippiarsi la frazione' ■ ''••'•_^^-_^ , > che è del!^ «tessa fora» 

di guella da noi trattata. 

Sia ora la frazione da sommarsi rr— ttitta* ^i^J^Jorne 

onesta frazione si può sempre decompon-è in daé firaziooi di que- 
sta forma >^-^— ,H- , " ■■ p essendo C,n qowtiià cosanti, 

COSÌ la di lei integrazione è ridotta a quella della frazione ante- 

cedente . 



GALCOCO ' DELLE DIIttfelIBlQES Ffì^llE QAt: l'^ 

Egualmente se la. ùsàone da sommarsr avesse quattro attori 



A' 



ael denominatore ,• fosse cioè -; — ■ — -. — ,' .. se ne pò* 

irebbe avere la somma complèta: essa: infatti è sempre riducibile in 
tre frasioiù di questa ibnna 



»•[ X '*'»»)( X -i- pia ) 

B E 



,H- ■ ^^ w ■u!.>.i > ^ denominatori delle quali 

sono quantità costanti , e ciascuna di queste frazioni- è integrabile 
per ciò che si è detto di sopra .. 

AU* integrazione poi di una^ frazione cKe Ha' quattro fattori 
nel denominatore , si potrebbe ridurre, con Io stesso metodo, l'in- 
tegrazione di una frazione che avesse cinque fattori' nel denomina- 
tóre e cos\ di seguito. 

» 

'La frazione .— — ^ "^1^^ ■ — i , n^lla quale M ed N sono quan- 

tità costanti ed n^p numeri intieri y positivi e ineguali, si può ri- 
durre ^anpora essa air integrazione di; frazioni col numeratore co- 
stante, e col denominatore cOTJposto dr due fattori , ed è perciò 
integrabile completamente- Per questo supponghiamo 



ed atrremofra- le costami incognite A rB , questa- equazione WT 
Nx = ( A H^-B ) X -^ Apio H-B/2(^ r 1^ quale si decomi^one nelle 
due AH*B=NrApwH-Braja=M.r che ci detennioano i valori 
di B e di A. Sarà^ pertanto* 




—7 r-;^ ì= A^ — r : — |**JO^ 

X^{x ^^nta){x'^f(4J x\X'^ff>»ì x^x^fif^) 

Egualmente M può integrare la frazione 

^ * *- ,• poiché possiamo sempre* decomporlk iij 



x(x -ì* 0U)){ x ^^p^)(X'¥ qt^) 

tre frazioni di questa formai 



le quali si sanno già integrare . 

In g'eneridfe h sempre completamente integraljile una frazio- 
ne, il cui numeratore sia Mh^N^v, ed il denominatore un prò- 



J 
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.fiotto di un numero qualnjiqne di fattori «>«-+• «w i ai? Hh pw , 
arH-3W> ec- essendo però M,N quantità costanti 9 ed n^p^q^ ec 
numeri intieri positivi ed ineguali . 

Per quanto il sin qui detto sopra la differenziazione , e sopr^ 
r integratone delle funzioni, possa essere più che sufficiente per 
gji usi e le applicazioni che possoqo fàr^i del calcolo delle diffe- 
renze finite , pure noi rimandiamo i nostri Laeggitorì 9 i qjiali desi- 
derano di vedere, un njaggjpr dettaglio nella differenziazione delle 
funzioni 9 ed tm maggior numero di funf^ioni integrabili ^ al calcolo 
D^£[erenziale 4ell'E»lerp, p ^ quello del Bpssut. 

§. 19. Jj" aumento jUi che noi abbiamo <dato alla variabile xy 
è comunementp indicato ppr ^x^p cjhiamasi la Differenza Pinita\ 
o semplicemente la Differenza della variabile medesima . 

Questa quantità poi co ovvero Zio? può essere qualunque ; noi 
r abbiamo supposta costante , ma potrebl^ àricoìra riguardarsi come 
variabile e dipendente da pc . In questo cago le .^ffercnze delle 
funzioni, 9 le lorp sonujiie dipenderebbe^» e dall' ordine che 
esse occupano , e dalla legge di . variabilità della differenza j/^x : 
i fondamenti però del calcolo sono i jnedesimi . Sempre la " dìffe. 
renza finita prinja di una funzione v di a?^ è egpalè a j/' —y 

^* •• r • . . *. X ' '/ 9C 'nr ^X ' ÌX 

{ essendo (tx V aumento variabile . della a; ) > e v . . . — 

jy . ^y e la differenza seconda di y nella stessa ipotesi . 

iì per cs. supponendo ^ = ù^ s== px's=, -J , sj. hanno le di£- 
ferenze finite di a?*, 

tx'=.ix-i^^y-x'=^^ 

Ordinariamente però è supposto A» eguale ad una quantìtii 
costante , come abbiamo fatto ancora noi ^ ed anche talvòlta eguale 
air unità : anzi più comuneniente in questa ultima supposizione , si 
fanno le applicazioni dpi calcolo delle difierenze finite . 

In generale indicando per y una funzione qualunque dj <r, e 
per y , /' ^ y" , éo. i valori successivi , che ella prende ajlprichè 
V': SÌ pone X H* A^ invece di a? > avremo 

l^y r:r- ;/ — y; A> = A/ — A^' =^y' — ?/ ^y> A> =/'' ^^ 

— y; ec. 






CALCOLO DÈÉLÈ DIFFERE.NZE UNITE CAP. I. 3^ 

E* facile pòi vedere che le formiile trovate al §. 5. nell* ipo- 
sesi della dìfTereaza costante , sì riducono, al caso di qualunque dif» 
fetenza variabile ponendovi / j/ ' , / " , ec. invece ^y^^^^y' „^ > 

J' » ce. 

Coà avremo ^y^=iy — i) purché nello sviluppo del se* 

opndo membro, si scriva y yy *y' t ce. y invece di y^^yyy^^ cci 

y*\ ed egaalmente J' * =» ( A ^ -{- i ) purché nello sviluppo del 
secondo membro V esponente diasi per indice alla caratteristica A > 

e si scriva cioè A y invece di A> • 

§* ao Le somme o integrali finiti degli ordini superiori si ot-^v 
tengono per mezzo della ripetizione dell' operazione d' integrazio- 
ne . L' integrale completo secondo si ottiene prendendo la somma 
deir integrale completo primo ^ ed aggiiragendovi una costante : 
r integrale completo terzo , ci è dato dalla somma deli* integrale 
completo secondo aggiuntavi una tostante , e cosi di seguito; di 
modo che > se rappresentiamo per y nna data funzione di x 9 sarà 

Sy H« A il suo integrale primo completo ; 



2 (2y -f A) H- B == 2ty H* A2i h- B il suo integrale secon-: 

» •• • • .', • . 

do completo; 

2(2>^H-A2l-^B)H.C=2»J^^H-A2*l-^B2I-^Cil suo 

integrale terzo completo ec. : segue di qui che 1 integrale compie^ 

tò n di una dat'^ funìiiione contiene un numero n di costanti; 
il valore di queste costanti è indeterminato e perciò si chiamano 
arbitrarie ; quando manca alcuna di quelite costanti , p si dà i^d es- 
se nn certo valore > allora V integrale dicesi particolare • ^ > 
Osserviamo intanto che come ( §. 4. ) le differenziazioni fan- 
no svanire le costanti dall' espressioni , così le integrazioni 9 disfa- '- 
cendo atteHo che hanno fatto Je . dìiferenziazioni , introducono di 
nuovo le costanti svanire • ^ 

Si vedranno in seguito le applicazioni di queste Teorie . , 
§. 21. Air integrazióne delle funzioni si riduce la ricerca del 
termine genei'ale delle serie; le quali hanno le difibrenze di qual* 
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♦che orante costante , e la ricerca della scMoma dei loro termini , 
quando è dato il termi Qe ^aerale • 

sCerchiamo per eeempio, quale è il terinine generale ^ di quelle 

serie -che hanno le differenze terze costanti, e che si chiamano in 

'questa classe di serie, serie del terZfO ordine ; supponendo che j^' 

funzione incognita dà a?^ rappresenti questo termine, e c^e per a 
s' indichi la costante , qui. sono egnali le differenze , avremo conte- 
nuta in quest* equazione ( §* 6- ) l^^y =a la condizione suddetta : 

^L* equaiióiojB A^y «««', ci. dà immediatamente ($iiì)/> =» 

;2 a : ma dal :§. 13^ Ì4 si "ha ( supponendo w i= ì ) 2a == a2i = 
ax^A., essendo A la costante arbitrala ohe si aggiunge n«ll'ìa- 

ifegrazìone ; 22a = oSa? H- A2i = **(*~') ^ A,ar.-f- B > p 

• ^ ■ 




2»a == **(*-■)(*-«) ^ A 'il^i^rl^ -^.B«h*C , essendo 

ancora jB>G due costanti arbitrane aggiunte per le integrazioni; 
dunque il ricercato termine generale «ara 

* 2,3 2 

Zie costanti A , ,B , C sono arbitrarie , perciò possono avt^re 
qualunque valore che ci piaccia assegnar .lóro.:. 

5e fossero state costanti le differenze quarte > allora avrem- 
mo avuto A V == ^ 1 dalla quale ne avremmo dedotto 

^x 2.3.4 ' 2^3 ^ 

B *(*"^'^ H- C^ H- D : . A, B , C , D song quattro costanti 

arbitrarie- 

Abbiasi per es. la seguente serie, di cui si cerca il termioe 
-generale ; 

endici o i 2 3 .4 • • • • ^ 

Serie 27, 64, .125, aio, 343»- • •J' 

ì)iff*. I* 37, 6i, 9.1, 427, 

DifF*. IP. . . , 34» 30, 36, . . . 

DiiT*! m* 6, 6, . . . . 



• • « • • 



,> ♦ • • 



-/ 



* • • «- • I 
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Avendo questa serie le diffeisuzb tene ^omstàrM ègtiali a 
€f sarà 



7. 



cy(a:--^i)(^~a)H^A '^^V'^ ^^^'^^- 






Ora acciocché questo termine generale , jil i^nale appartiene a 
tutte le serie che hanno le differenze costand = 6 , .cofivéaga par- 
ticolarmente alla serie proposta , bisogna 4^terqiÌQar&.3tì ^ostanti 

Per questo io osservo, che se fjfcciamo a -sìì.o.ìs^ .i',^= a 
nell'espressione, che rappresenta il' tetìiiinti ijéfleràlc i '(Johbiàinb à- 
vere y = a? iy = 64 ; ^ = 1 26 j .dunque avremo quf^ste tré equa- 

zi^ni per de^rminare ^e tre costanti * 



* * - ' .j 



• > 

I - 



a7=.C, 64 = Bh-C, i2S=AH-aBH.C, 

dalle quali si ricAva G = a? » . B == 37 , A =1 24 : 

dunque r = a? ( or — I ) ( a; -T- ;?.) H- .1 2 . ap ( a?~ 1 ) -^- 570? H- 27 . 



fogliasi il quinto termine della serie : avremo jc = 4 , dunque 



r =^ 4 • 3 • 3 -H- 12 : 4 . 3 -f^ 37 . 4 -f. at •= 343 » come .sopra e m 

leiFetto, . 

;La ritrovata espressione del /termine genende dèHk' pf dposta 

serie di viene ancora piùsemplice^ poiché a ^r^duw^a^^ 

•» < * 

per d^ t=i 4 si tìova y » 7* = 343 come soprai : 



X 

t 



: §.2a,Sej' è il termine generale, di una serie qualunque, la 
lorma della serie sarà 



•■ 



Indici o ,1 , 2 , 3,4, . • • • • ' X — 1, « 



^- "' 



3 4 

t Ora per avere T aggiogato di t»tti .-questi termini Sella, éeriq 
cioè per avere r espressione di y ^y -^y h* • • • • • H-y ■ <^y±. 

ci basterà prendere 1* integrale finito di y '«d aggiungervi lo stesso 

-• .■■■* X I 

ultimo teripjne y^i ^ cioè indichiamo per S quest'aggregato isarà 
S = 2>' '^y : 



1 

■ 

X 

Tom. l G 
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' . fii&tti ali^Hiù veduto ( §. i6. ) che ^ . * 

qaihdi 

&.T(^lia per es. la somma dei piimi cinque termini della sei- 
r^ a diiièreoze terze costanti , S9pra trattata . . ' 

Avremo x = 4 , e quindi secondo la suddetta formula ge- 
nerale 






* . . ... ' ' , 

x{x — i)(a:— 3)-4-iaa?(«— I )-^•37aF►^27. 

Eseguendo ora r integn^oni y s' avrà (§. 1 4. )> 



3 ' ^ 



• • • 



a7^ 



I 



esseddo A la costante arbitraria : per determinarla osserviamo che 
quando « = 0, dobbtanio «vere - jir . =: ù^yS ^=iy ?= 47; questa. 

condizione ci dark adunque A = oj ed S = *^*"" 'H*~g>(*-^3 . ) 
^x{x — i){x — ^) ^ 61 . *^*""'> ^ 6437-^27. 

Se ora facx:iaix)0 re = 4 avremo {)cr la licercafa somma 



8 = 3.5?. iH*5-4-3-3-h6i.2.3-h64.4H-a7 = 77S> come noi 
avremmo trovato sommando effetti vamente i primi ciaqiie termiai 
della seiTf^ , ^ 

Per applicare a qualche altra, esemplo ia regola che ci dà la 
somma delle serie > £ia px*oposta la serie 



Indici 


0, 


I, 


2, 


3> 


4) 


5» 


6, 


7' 


8, 


Q y • M • • X 


Serie 


1» 


o,~ 


-I» 


o> 


i» 


0,- 


-I» 


0, 


1, 


1 . ..r ec- 
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li cui tèrmine génitóé 6 (?c>^— ; Si injdù^ W ■?? ott' arco'di oo 

gradi • , . . ^ 

■ \U nomina 'riCQftc^ta s^tà . ;../'- ,'- -j- ,.,'..-■ , . . ^ . - 

S = 2 cos^'^c^ ^ -)- G i ponendo ora nell^ forjoijyla deij. i <« 

^ in uec6 di i)c, e ^ In* vgcem.w> ayrfUMi 

2c<)8~= — 2.-^- — ^ H- G: dunque la rk^ijcqt^ waiaijii cmi^ :t, j 

3=-.! ^ 



a 



cmm^p^\q^B^ÌA^ 



quando re =3 o, si ha; 8=^1; dunque • ^ '. . - ; ; ^ / 



/» 



i -è^G, cioè IG = — : avrerap £«r jca^ 



r • 



5 



2 2 



j • 



; <56 *==7». la somma saA ,**•' 



u. 



"*(2»f«-?)H-m(air-*.^)^'i -^ 






^ 1 -^ J* 



o: caae piA ve- 

rificarsi. \ J. .> -. :i » > j ; 

^ é- ÌP4 -Noi abbiamo .prOi|ie|^ al €.5. di^dùnwttai» diretta* 

mente le due fonnule date ger e^joime^^^ JK^ .€>d y^^^^ 1? 9^^- 

}i abbiaioo ottenute ^ indazione r^eqoqipif^^iptantrocBje j^ j uo mgs sa* 
Sia dunque » ... .. .,; ....... ,. ^ 

BA> ' -H- €Ay -i. éc. • '^ 1 ' l 

è chiaro che i coefficienti A>B,G ec. stono fonzionr jìli n» fi. noi 
perciò gli indicheremo per A , B • G ea 

* • • 

Se ponghiamo nella j^upppsta equazione n^i invece di ;i9 
avremo ^ . ' j . 




y =y — ^ — 



4 
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1 .?^2P% ftcendo^ nella medesima. « -:MsJa vece di «, a- 



v^emo 
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J-.-K.H. .)«=J',ife(?.:?-AJ.A?'.:^-(\-*-B.)AV,.H. ec. 

Paragonando le dae espressioni trovate per y ab- 

biaa9b^est»'éqtmziòm ' » 

A =A H-i;B :5=Ah-B;C =B h-C ì ec. 



AA = I ; AB =A ; AC desfcC ec; damioe 

é^ st ma. m m *■ 



n u n 



A =2i=«»B =27r = !iÌ5^iii,G == 2 ^^l^!^ii-^ = . 

n n a n 2 

„{n-x){n-^i) ec.) e perciò 
y = j. H- nAv H- J^^^^:^ A> -^ "^"-'^^" ^r^.^ AV ^ec. 



ohe è la formnla trovata al §• citato. 

•c^^ tfiql jODBksioe- xnetoda potr^l^be dimostrarsi* T altra fonoak 

per esprimere Aj' • 



ir 



<■ « < / 



Avvertiamo che nel 'lare T iotegraEÌone dette funzioni A A t 



À^ éc.V«o»^^^^^'^*<> 3feS^^Q^^ costanti r poiché (fetcrminando- 

le pèrÌD^zec/dèTIa co6ét2i(Mie die devono annolkrsi i coefficienti 
quando n^Oy le avremmo trovate nulle • • 

Lo stesso artifixjo^ ìb^:'^ a. dimoiti are semplicemente e diret- 
tamente la formula del Sinomio Nèutoniaoo per qualùnque espo^ 



• 



Sia iniSitti r I -4- «)* =? l -h A a; H- B ^' H- C a?* H:- ec 



essendo A , B ^ C ea funzioni di rz da determinarsi . 

n » « 

•^^^♦^F^c^aijot/^fcrteentare n di -una unità, ed avremo 
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a • ' ' ir.- 

(i-H*) . = i-fÀ a?H*B a?*H*C oc'h- ec. 
^ ' ' »-«•» «-n «-H 









daiM^no paragcMicnclo le dae espressioni di ( i •^«)*> «vremo 



A v=àA H^L|B ssB H-G t G sssB h*G ea> 

«-+1 ' « »-4'I » m •-«•I » » 

ed in. i^iifegoeaza , 

come si trova per iadozìone nell' Algebra Cartesiana (a ) , 



« ■ » fc 



(ir) L' inewttezzs» con I« qnale suole dimostra rsr negli elementi d'Al- 
gebra il Canone Kentoniano anche per n namero intiero, mi ha determi na« 
te ad esporle in qnesta note una semplice e rigorosa dimostrazione» la 
quale dimanda solo la nozione della poltiplicazrone algehraica. 

Essendo n un nnAero intiero e determinata, sapponghiamo d' aver ot* 
tenuta con le successitre moltiplicazioni 

^l^X) =3lH-n4fH- ^ X H- —- Jlf*H- ce. 

è 

io dico elle essendo vera questa, equazione» sarà tale e si conserrerà legit- 
tima se in fece di n pongbìamo n-t t , che sark cioè 



u^ r 



■ ■■■ ^' -I. i — - ■ X* 



(l-^x) =!•!•(«-*• i)y H- x^-^ -^r Af'-+ ec. 

Uf%it\{l'hxf'^^ = {i'¥xf(t'¥x)sz( i-^nx^^^-^—x'^^ec.){i-hx) 

m 

s=l-fn;^-f x •+ ^ - -■ ^-^-t-ec 



• • • • • 

•+ .V -*• nJ^ -♦• r . x^ -f ec. 



. . («-4- 1)» , 

= I -^(n -h I ) A^-f r ^ -+C0. 

comv* ci eravamo proposti di dimostrare. 
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§.24. Mostriamo adesso T uso della i^tegmzioce ^gìIc iuii- 
zioni pella Teoria delle coipbiijazioai . 

« Dato un o^in/erp fpalonqnei^ di jj^tiantità a^byC^d^e ec. in 
iqiiaute maniere si possono elleno oombinafe prendpqdole due u 
due ; tre a tre ; quattro ^ quattro .ec. n za ni? 

Noi supponghiamo per «desà) che si Vogliano soltanto le 
combuiazioni diverse; qosì delle due combinazioni^ od i &a non 
se ne vuole considerare che una sola. 

Sia y una mtaionp di .» die jBsgdma il ntunerp delle oon^ 

binazicmi diverse delle qoandtà prese dae a dne^ 6e il namero 
di queste quantità anmeata di ìin' nnità > il nameio delle coibbina- 
zioni sarà espresso per y . Questo secondo numero di combina- 

t * • M 

^ioni' ssttk eguale al primo aomentatp di » y »gìftcehò ìauitiova 
quantità unita a ciascuna di quelle che già esistevano > forma u- 
na nuova combinazione > e così il inumerò delle xiuoyè combina-^ 
aqpi y è jpguale al numero delle ^quantità che s' avranno prima j 
cioè ad X. Ayiremo per tanto y =y H-a?; d' onde si licava 

A^ = «? . Quest* ultima pqfiaziqvfi conduce sfànto & qàostt* altr^ 
y = 2x I cioè il ricercato sumep delle combinazioni è egnale al- 
la som^Kia della quantità x: si ba in conseguenza y = ^x = ..... 

Per determinare la costante G osserviamo che quando a; =- o > 
cioè quando non vi è alcuna quantità 9 non si può avere alcuna 
combinazione, e perciò y = o in questa supposizione: dunque 

o == o H-^> e quindi C = o. Sarà per tanto y = ^^if^^^. 
Sifi ora y la funzione di oc che esp^ine »1 numerp delle cqqi' 



T ■■ ' 



Ora la fQrnii:Ua l.i^x) =4 -^ nxr^ x" -♦• ec. essendo vera 

quando in essa si pone n^\ in vece di n; Io sarà ancora quando si po- 
ne n ^ 2 in vece di n^ i ; quando si pone n «^3 ih vece di n ^4- 2, ed 
in generale saia vera per qualunque numero n indeterminato purché sia in-* 
iiero e positi irò . 
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binazioni diverse delle quantità prese tre a tre . Se si aggiunge una 
nuova quantità, il numero delle combinazioni sarà rs>ppresentato 
da j^ 9 e la nuova quantità aggiunta aumenterà di taoto il un- 

mero delle combinazioni tre a tre, quante erano le combinazioni 
due A due del numero x di quantità , poiché ogni combinazione 
binaria unita con la nuova quantità y forma una combinazione nuova 
di tre quantità: sarà dunque 

y. z=y ^li£llll, dalla quale equazione si ricava 

r 

Ay =*<*-'>, e quindi y .=: ^ tlJ!::zll :== £^1:iI}1jlÌ^ , cui 

non si a^iange costante , poiché questa si troverebbe egaale a ze- 
ro ) ccKne nel caso precedente . 

Egualmente in^cando per y il numero delle combinazioni di« 

verse delle quantità prese quattro a quattro , avremo per deffermi- 
nare questa numero di combinazioni 

V =y ^^ »(»-"')(*-g) jja u^ii gi ricava 



• • • 



• ■ • • » 

Ay—==x(^-ri)(^-^) e quindi y ^^^^i^r-fy^^T^) 

'y(jp — f)(r— g)(x— 3> ggg^^Q sempre nulla la costante arbitra- 

ria 9 che dovremmo aggitragere integrando. 

Si vede senza bisogno d' andare più avanti , che indicando per 
Y il numero delle combinazioni diverse, che si possono fare, con x 

quantità prese ;i ad tz^ sarà . 

y ^ xix^t)(x-^2)(x^3) (x^n^n , ^^^^ ^^^^^^ ^^^^^^ 

^ X a. 3.4 — » ^ 

le trovata ora per induzione , si dimostrerà rigorosamente , quando 
avremo data la Teoria dell* integrazione delle equazioni a diffe- 
renze finite e parziali* 

E siccome il numero delle maniere > nelle quali possiamo com- 
binare a? quantità prendendone un numero n ^ler volta , è eguale 
al numero di quelle che si possono fare con le stesse x Ictterc 
prendendone un numero x — n per volta, quindi è che y potrà 

ancora essere espresso dalla detta formula superiore, nelln rrnalr 
Si pongfi X — n m vece di n : avremo allora 
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.^ zzzz J!Ll f r ? ) < * -■ g ) - , - ' t *> "<^ f ^ ^ Oneste due foramle per quanto 

ia apparenza divei-se sono in scwtaijza eguali fra loro- 

Ciascuna di queste forni^ule esprime anche in quanto -maniere 
possiamo dividere in dno.j^arti un numero x di quantità ^ di cui 
una parte contenga un numero n di quelle quantità , e r altra un 
numero -«? — n delle /medesime . 

Se poi si ricerc^se in quante maniere un numero x di quan* 
tità può dividersi in tre partii di cui la prima ne contenga un nu*^ 
mero m la seconda un numero n ^ s'avrà questo xmmero di ma- 
niere espresso da 

■ ■■ ■ , , - r i < u p^ — ^ 

3.3.. *♦» " 3.3 » 

* •• . ■ . ■ » . 

Poiché ciascuna delle combinazioni fatte con x quantità, preu* 
dendole /2 ad 7Z> si può accozzare con una delle combinazioni 
fatte con oc — /2 quantità prendendole n zd n\ 

In gei|enile il numero delle maniere, nelle quali un nume- 
ro X dJ^^uantità può divìdersi in qualunque numero di parti , di 
cui la prima ne contenga un numero ni la seconda un nume- 
' ro Hi la terza un numero n' ec. è rappresentato dalla formula 

• ■ 

..V ( x* — I ) . • . . . < jr — n -+ I ) vv ( X — » ÌCjf — »— 1) (x-^n-^ n* ^ i) ^ 

/\ . - 2 _f /n . • • • • • 



(«-«—»')(*— «—«'—i) (#—»—«*— «"-4-0 



X ec. 



Per. esempio se ^si dimanda in quante manfere 52 carte del 
gioco deir Wisk, si possono dividere fra quattro Giocatori a 13 
calte per ciascuno; si faccia jc = 53, 71 = 71 = n' =1 i^ ed a- 
vreioo 



52.51 40 39 27 ^6 14 



I«!3«»*«i3 ••!B««fl3 2«3****3 '^ 

8565126197851 15179786*440000 . 

Anche queste formule possono. ottenersi direttamente per mez- 
zo dell' integrazione xìeirequazjppii a differenze finite e parziali . 

§. 415. Se dato il numero x di lettere si dimandasse la som- 
ma totale di tutte le cotnbinazioni diverse di quelle lettere prese 
una ad una; pili tutte le combinazioni prendendo le lettere due a 
due; più tutte le combinazioni pr4:?ndeu(lo le lettere tre a tre; 
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più ce. più tutte le combinazioni prendendo le lettere x — r 
ad oc — i; più le combinazioni delle lettere prese a? ad x, po- 
tremmo avere questa somma totale facilmente; indicandola infat-^ 
ti per S , s' avrà 

^^ a a. 2 a. 3-4 

nella quale però dòb^ 



*(j|p— «)(* — «)• ...(*—• •* « ) 



òiamo fare /z = ^ ; in conseguenza 

1^ quale espressione si contrae in questa S == a — i . 

Sé si volessero tutte le combinazioni possibili delle quantità 
/i ) & , e ec. , cioè non solo tutte le combinazioni diverse d^. nói so- 
pra calcolate) ma angora tutte quelle combinazioni ,€^e possiamo 
il vere permutando una combinazione diversa in tante alt^e.> .quan- 
jte sono le permute di luogo delle quantità che la compongono > 
per ès. nelle combinazipni binarie, riguardando come due qQÓibina* 
zioni a& , 6a ; nelle combinazioni ternarie, riguardaQdp «QQ^.® ^^ 
combinazioni ape , hac , hca , cha;^ cab \ acb ec. , ^cco con^e jpcère- 
jpo ottenerle: 

Essendo al splito x il numero delle lettere da cqmbpar^i , 
^sia y quella funzione di x che rappresenta il numero delle combi- 
nazioni binarie tutte possibili , vjde a dire delle combinazioni di* 
verse colle permute. Aumentando a? di un unitV» oioèr alle quan- 
tità da combinarsi aggiungendone una , avremo allora y per e* 

.^prÌQiere il numero delle combinazioni in qne^o secondo cs^o > e 
per un ragionamento simile a quello iatto superiormente) s' avrà 

y =y -h a« , d* onde Ay = aa? , e quindi y =^%2>x. 

Sarà per tanto questo ricercato numero y ==ac(»-^i). 

Per tutte le combinazioni divicrse e le permute ternarie t chia- 
;nando y il loro numero, s'avrà per ;d^:ei?ninado 



/*H.i='?'^-*'?*(^—0-> d'onde Aj'^^a^C^—Oieperci^ 
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y =S'2x{x — i)=a:(a? — 1)(« — »). 

Nella stessa gnisa il numero totale delle combinazioni diver- 
se e delle permute quadernario sai^ date da questa equazione 

dalla quale si ricava 

^^ = a: ( 07 — I ) ( a? — 2 ) ( a^ — 3 ) ; 

ia generale il numero delle combinazioni diverse e delle penna ter 
prendendo le lettere dà combinarsi n ad n sarà 

y =ar(x — *)(^ — ft) (a? — 72*hi)'- 

Si vede adunque che le espressioni le quali danno il numero ♦ 
delle combinazioni diverse e delle permute > sono eguali a quelle ,ì 
che ci hanno dato il numero delle combinazioni diverse soltanto > 
private però quelle espressioni dei lóro denominatori . 

Cerchiamo adesso in quante maniere si può combinare un nu- 
mero x di quantità a^SyC ce. prendendole due a due, tre a tre ec. 
supponenda però che la stessa^ quantità si possa trovare ripetuta- 
un qualunque numero di volte nella stèssa combinazione, e che^ 
possano aver luogo tutte le permutazioni possibili delle quantità. 

Rappresentando per z il numero di combinazioni binarie y. 

suppoi^hiamo che « aumenti di un' unità, sarà z il numera 

delle combinazioni in questo secondo caso ; ora questo numero 
z ^arà eguale al prima iltìmero delle combinazioni z r piiv 

^x ( che esprime il numero delle nuove combinazioni , le qualr- 
possiamo fare unendo una ntiova quantità nr a ciascuna di quelle 
che già s' avranno , esprime cioè il numero delle combinazioni am y 
ma^bm^mb ec. ) più r, che è là combinazione mm: s* avràr dunque 



z 


X 


H- I -4- S* i 


dalla 


quale 


si ricava 


AZ r 


= 2X^ 


M, 



e perciò 
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s = 2 ( aa; H- I } = ^* • 

Trascuriamo le costanti perchè queste si trovano eguali a zero . 
Indicando per z il numero delle combinazioni ternarie > e 

supponendo che ^ accr€;3ca una nuova quantità m^ ^ manifesto 
che per causa di questa quantità, s' avranno le seguenti combina- 
zioni di più di qpelle che avremmo avute senza essa, cioè ,mmm% 
mvfìb^mbm^hmm ec, il cui numero è IH^S*; come pure le com- 
binazioni mah j amb y ohm te. il cui numero è il triplo fielle cooi- 
>biuaziopi binarie , cioè 3^* : avremo adunque 

dalla quale si deduce 
A2 = 3A?' -t- 3-^ -i- » > 
,e perciò 

9 
« 

Per le combinazioni delle quantità quadcrnarie ^ se indichia'- 
mo egualmente per z il loa^p nanjero , e jsupppnghìamo che m 

.sia la nuova quantità da aggiungersi^ avremo per causa di essa le 
seguepti .combinazioni di più 

mmmmì mmma\ mmam\ mamm\ ammm ec. che sono di numero 
I ^ 4x ; come pn^e le CQmbiuazjipni mmc^ ; mamb ; nmbm ixinimb; 
fimbm ; abmm ec. il cui nqmeco ^ sestuplo delle combinazioni bina- 
rie , cioè 6x^ i pome pure le combinazioni mabc ; ambe ; abmc ; 
abcm\ ec. il jcuì numero è quadruplo d^Ue combinazioni terQarì6,> 
cioè 40?' : s' avrà pertanto 

pà in Qonseg^enza . 

X '■ ■ 

l^edesi in generde che 3 onmero totale delle coml)inaziooi » 
compresevi le pennate e ripetizioni dèlie steise lettere che posso» 
ilo farsi con un niuQeiio jx cu qufuitità , co;nl)inandol6 /t ad ;z > sar^ 
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Noi ci siamo trattenuti a mostrare Tuso che si può fare del- 
la Teoria dell' integrazione delle funzioni nelle combinazioni , per 
hr conoscere fino di qui ai nostri Leggitori l'utilità del calcolo 
delle Differenze Finite . 

§. aó. Terminiamo^ questo primo Capitolo con. alcune consi'* 
derazioni sopra le differenze e le somme di un indice indeter- 
minato. 

Se per y rappresentiamo una funzione di ^ , le espressioni 

2 j^, A J^> ci esprimono la differenza n"^^ àiy^ e la somma n'"^^ 
deUa detta funzione : ratto questo però è nella supposizione che n 
sia un numero intiero e positivo: ora nel caso che n sia eguale a 
zero / o ad un numero negativo , o ad un numero fratto , cosa si- 
gnificheranno quelle espressioni ? 

Saranno elleno delle quantità reali esistenti in natura , ovve- 
ro dovranno considerarsi come delle semplici combinazioni di cal- 
colo , che non si riportano a nessuna cosa di reale , e perciò rele- 
garsi nella classe degli immaginar; ? 

La soluzione di questa questione dipende dai princip; fonda^ 
mentali di derivazione . 

La differenza ad indice zero , cioè A**^ è la stessa funzione y ^ 
poiché V indice segnandoci il numero delle operazioni di differen- 
ziazione fatte sopra jf , Y indice zero ci dirà che non è stata fatta 
alcuna operazione di differenziazione sopra ^9 e che perciò ò^y=y* 



— I 



Le differenze poi ad indici negativi, A y per es., ci rappre- 
senta una quantità z , fnnzionfc di x- tale che eseguendo -sopra di 
essa la differenziazione, si ottenga per risultato la stesssj funzione j^: 



— a 



così A j^ ci rappresenta mia ^nautica z 9 funzione di x tale y che 

facendo due operazioni di differenziazione , s' ottenga A"^^' dopo 
la prima operazione , e si ottenga y , dopo la seconda ; in generale 

A J^ ci rappresenta una tal funzione z> che facendo sopra di es- 
sa 72 operazioni di diflerenziazione ritorni la funzione y,. 

Abbiamo spiegato ( Principj ec. §. 5 , 6 ) estesamente il senso 
che deve darsi alle derivate ad indici negativi, che nel nostro ca- 
go so^o le differente, ad indici negativi: ivi abbiamo detto che que- 
ste sono derii/ate ddla funzione y^ ottenute per mezzo d' un^ ope- 
razione inversa a quella che ci ha date le derivate ad indici posi^ 
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ti vi ; e che queste derivate ad indici negativi formano i termini 
della serie composta di quelle ad indici positivi prolungata indietro • 
Così nel nostro caso la serie sarà 

ludici... — 3, — a» ^i» o, it 3) 3, 4,.... 

Serie delle dìff*.. .►.A"^) A~ V» A~ J^» 7» àyt A*/i A'>».... ? 

nella quale i termini che precedono y sono le difFei-enze finite eoa 
indici negativi. 

Siccome A y esprime una tal funzione ehe diiFerenziata n 
volte deve rendere y ; così se questa funzione A ^ s' indica per z 9 
avremo A 2^=^, dalla quale equazione si ricava « = 2 jj dun- 



— I» 



que A J' = 2 j^ : » cioè le differenze finite d' un ordine o indice 
n negativo 9 sono la sfessa cosa clie le soaime a gli integrali dello 
9) stesso ordine ma positiva^ 

Viceversa si dimostrerebbe n cHe le somme d' un ordine ne- 
,9 gativo sono identicamente la stessa cosa che le differenze del 
„ medesimo ordine ma positivo ,, . 

Possiamo dunque permutare le une nelle altre . 

La serie superiore potrebbe in conseguenza ancora scrìver- 
»i così: 



^Indici...-— 3, —a, — r, o, r, », 3, 

Serie delle diiP. e 

degli Integr' .. . 2^^ — 2>> 2"*^^, ^, A^y A>, AV>--' 

Rapporto alle differenze ad indice fratto , è difficile definire 
se queste prese in tutta k loro generalità sono quantità reali o im- 
maginarie • Tali differenze sono invero ( Principi ec. §. 7. ) i termi- 
ni intermedi a quelli della serie formata dalle differenze ad indici 
intieri , ed esprimono delle quantità ottenute facendo ( Principj ec. 
§. 7. ) sopra la funzione derivatrice y un numero fratto delle dette 
operazioni di differenziazione; ma nel calcolo dì oni si tratta 9 non 
concepiamo come potrebbe per es. farsi sopra y una metà d' ope- 
razione di differenziazione per avere una quantità rappresentata da 

ti'y > sopra cui ripetendo quella metà d' operazione , potesse otte- 
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.nei;^i Ja quantità A^A^J^> la^4juale fosse la stessa cosa che Ajs rir 
snltato di una iutiera difFerenziazione: quindi noi crediamo di non 
dover pronuitziarè ^opra lo stato di detta questione . Tutte queste 
riflessioni fatte per n indice fratto ^ a più ibrte ragione vagliono 
per n numero irrazionale . Come lasciamo indeterminato il giudi- 
zio > di cosa significhino in natura le differenze ad indice fratto , 
così non possiamo cosa alcuna stabilire sopra le somme eeuaV 
ntepts td indice fratto (a). 



rrrm 






' .* . « . % . ' ■ ^ . ■* .- ^ 

(ft) V immortale I<a Grange parlando del passaggio da pT^y » 

i^y in ana sna Memoria del 1772 Atti di Berlino, dice che sarebbe difli« 
cilissimo darne una dimostrazione diretta ed analitica: sembra che la dir 
mostrazione dpita sopra ^oda di questi pregi. 



5*5 
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Differen^^iiazione e Integrazione delle Funzioni.- 

a pili varidbilL. 

§• ^7- ^%^^ ^ una iunzrione di più quantità variàbili x^y^^ii^ 
k3 ce. che noi indicheremo per z . Se in essa 

^ X yy.,u ec. 

le variabili ricevono degli aumenti qualunque, il' valore della fun- 
zione z varierà, poiché allora la Zj che era funzione soltanto di 
quelle variabili , diverrà funzione di quelle variabili accresciute 
dei loro aumenti; e se dar questo nuòvo valore di z sottragghiamo 
il di lèi' primo valore , avremo un residuo che chiamasi la diffe^ 
renza prima totale àv z-. S* aggiunge a questa differenza il nome^ 
Totale per esprimere che tutte le variabili ricevono i loro an- 
nienti lidio stesso teinpo ; iti questa guisa essa è distinta* da quelle 
differenze che si otterrebbero facendo solamente aumentare alcu- 
no variabili , ed alle quali daremo in seguito il nome di Parziali . 

Noi considereremo due sole variabili «,j/ come componenti la 
funzione ^\ sarà sempre facile estendere le teorie che daremo p«r 
lè funzioni a due variabili, alle funzioni che ne contengono un^ 
maggior numero. Sia dunque questa funzione rappresentata da 
X : gli aumenti delle vaiiabili siano co, *^ che noi supponghiama 

c^liantità costanti, o generalmente quantità indipendenti da a?. e da y.. 
Indicando al solito per A le differenze totali , avremo 

^z • t= z ^ — Zi 

x,y x^(o,y^é x'.y 

riguardando la differenza prima totale Hz come urta nuova fuu-, 
ziouG^ di » e di y; e prendendone la differenza prima totale , s' avrà 
A^z e^A2^ _^ • ^.— A2; =A'^ • 

x,y *-!-»,>-»■• x^y x,y 



• r 
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Così sarà 

ed in generale 

z =A = ?J . — A z 

jSi vede adunque che le differenze totali delle funzioni a più 
variabili si hanno nella stessa guisa, che le differènze delle fùnziò* 
ni di uua sola variabile ; ed un ragionamento simile a quello fatto 
Al $• 5-9 01 darà 

4 

A« =(J8 ^ — i), purché nello sviluppo del secon- 
do membro in vece dì scrivere le potenze per es. 

» 

(a , 4) > si scriva 

z ^ « ponendo cioè V esponente m come coeficiente de^ 

gli aumenti co e ,0 . Egualmente troveremo 



z , = { A2J ^M > purché nello sviluppo gli espo- 

nentì si dianp per indici alla caratteristica A > 

Potremo adunque eliminare da qualunque espresàone le £11% 
zioni difterenziali 

A2 »A*5; ,A^z ec. 
*,;» jf.j' *.> 

per sostituirvi le funzioni 

z ^z . 1 2» A ce. J 



e viceversa eliminare da una espressione le dette funzioni per so- 
stituirvi le differenze. * 

§. 28. Jn'questo.J. troveremo le differenze prime totali d'al- 
cune funzioni di due variabili. 

(i)... A(«-fJ')="**-^» 

(a) ... A(a?'-|-j') = ?J3PWH-w'-*'^» 



\ 



« a • 
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(3)... A(a?'-HJ') = 3*'wH-3^wo"'H-w'H-fli 

fiC. fCC. 

(4) ... A ( a?* H- J'' ) = aa-co H- wVh- 3j6 -I- fl' ; 

( 5 ) • • • A (^'-1-/) = 3^*w H- 3apw' H- w' H-ayd-f^'i 

.ec. . jBC. 

(6) ... A(ae.^) = a:9H->'WH-wd 
( 7 ) . . . A ( a?b' ) = *'0 H« aacj' w H« flflcwd H- «*j^ H- w"j) 
( 8 ) . . . A ( or'^ ) == a'fl H- 3x*wd H- 3a?*^w H- 3Jcw*d-i- 3acjy«* -4- 

ec. ce. 

ec. ' ec. 

Così noi vediamo come potrebbero aversi le .difFercnze totali 
di qualunque funzione algebraica di a? e di j/. 

Cerchiamo ora le differenze totali a alcune funzioni tra- 
scendenti . 

Siano queste funzioni senxcosyì senxseny; fios$cseny; 
cos X cosy ; ed avremo 

A sen X cosy = sen ( a: h- w ) cos {yH-t) — sen x cosy : 

la differenza totale di sen x cosy avrà dunque questa forma 

A sen x cosy = A sen x seny -h B sen x cosy h- .C senycos x h- 
D cos X cosy . 

Nella stessa guisa le differenze totali delle altre espressioni 
avranno *le forme seguenti 

A sen X seny = A[sen x seny •+• B' sen x cosy h* C' seny cos x 
D' cos X cosy ì 

Tom. L I 
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A cos X seny = A" sen x seny h- B" sen x cqs y -^ G" seti or cosy ^ 

D ' cos X cosy ; 
A cos X cosy = A"' sen qc seny -h B'' sen 9^ cosy ^ C" sen x cosy 

D"' cos X cosy , 

Le quantità A , A" ec. > B , B' ec ec. , sono funzioni di sen w , 
cos irò j sendy eosd, ben facili a determinarsi. 

Otterremo le differenze degli ordini superiori > per csempia 
le differenze totali seconde , prendendo le differenze prime delle 
già ritrovate differenze; così per avere le differenze terze si pren- 
deranno le differenze prime delle differenze seconde ec. Seconda 
questo ragionamento avremo 

A*(acH-^) = o, A* (a?*-hj') = 2w* ec. 

§. sp. Le funzioni le quali differenziate ci danno le differen- 
ze totali , si chiamano Integrali Totali e s' indicano col solito se- 
gno 2; così x^y è l'integrale totale di co -4- fi; ed x^^y è T in- 
tegrale totale di awVW-hw^H^^j ed in generale z h Y integrale 

totale di £iz ; e se si rapprcseqta questa differenza totale per 

Xfy 

u 1 avremo 

u = A2; ^ e z^ = 2a ^ delle anali dne cqnazioni una ci 

^»> *,Jf ^y» x,y ^ ^ 

dà sempre V altra . Generalmente se per u sì rappresenta una 

funzione che risulta dall'avere differenziata n volte un' altra fuor 
zione z , avremo 



n 



u == A 2; , e qnest' equazione conduce subito a quest' altr» 

X ^y X ,y 

z =^ u j la quale ci dice che z è viceversa Y integrale 

X ^y X >y ^ *3 

esimo . . . 

71 totale di u 

*yy 

Nel passare dalle differenze agli integrali conviene , ogni vol- 
ta che si fa un* integrazione , aggiungere una costante arbitraria, 
affinchè si trovino nel risultato tante costanti arbitrarie, quante uni- 
tà contiene l'ordine dell'integrale ricercato: ha luogo per queste 
differenze e somme quanto si è detto ai §. 4, 13^20. 



#• 



t V 
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Le costanti arbitrarie possono essere anche funzioni della quan- 
tità x^ — j/w, cioè ^ ( afl — jyw ) , poicbc questa quantità pei — j^co 
^on cangia, quando x cresce di w, ed j^ cresce .di 0; infatri p(x9 — 
y'^) = p{{x^^)9 — (:y'h^)'^) ==<p(^9— J'W-^wfl — «$); in 
generale adunque noi prenderemo delle diverse funzioni di xi — 
^w , per esprimere le diverge arbitrarie cjiQ devono completare gli 
integrali , o le somme delle funzioni . 

Ciò premesso ocpupiamoci della integrazione delle funzioni . 
Al §. antecedente abbiamo ritrovato 

^(jf^^) = w»^-d = (w-j-9)i; dunque sarà 

•2i = ^^-^^ ^ ^(«^ — y^ ) essendo <f>{xò — ^^'w) la quantità co»' 



stante arbitraria che completa la sompia totale dell uftita. 
Parimente daU* eqijiazione ( a^T^icaviamo ^' 

a?* H- J' = {2w2ac H^ (w* H» d } 2.1 , ,ed in oonseg|ieiiz^ 

e questa espressione sarà la somma completa di ^. 

Permutando nella ritrovata espressione x in y , ed » in fi e vir 
ceversa, avremo 



?^ == >• — 'j -^ • ' ^- -«■ ? ( «Il - j™ ) • 

L' equazione (3) ci da 
a?' ^^ == 3w2vV* H' 3t)*2a?-t-w* -^ d , e quindi 



Sjc' = *'-*•>- 3"'^* - ( c^» -*• >rst -i. ^(flcd — j«o ) ; e permutando 
a? in ^ , w in J e viceversa , avremo 

Così troveremmo le somme complete delle potenze superiori 
.dell* a? e deir>. 

Dall' equazione (7) abbiamo 

^la ^ale posàam dedurrp 



58 MATEMATICA SUBLIME 






I 



Dair equcizionq (8) ritroVereraa T integrale di x^y^ cioè T e- 
spressione completa di ^x^'yy da cui avremo quella di Sxy*; e 
per mezzo di tutte queste somme conosciute , ricaveremo dair equa- 
zione ( 9 ) r espressione di S^y ; e così di seguito . 

Dal fin qui detto è facile concludere che potremo, sempre a- 



m m 



vere la somma completa di un prodotto x y , qualunque numeri 
intieri e positivi siano gli esponenti m ed /z . 

Per farne un esempio > cerchiamo la somma completa di z = 
4^H'2;^ •H* a: avremo in qoesto qaso., supponendo w = fl = i , 
2 (4a?-H2y-H3) = 42wV -h aSy H- 22i > e fatte le debite sosti- ' 
tuzioni, sarà • • . 



^z=zQ.x^^\-2y — ^{x^y) ^y'^^x — {x^y) h- {x^y)^ 

(p{x. — y) = 2a?*H-y — x^ p {x — jy) essendo p{x — y) Tar- 
bitrariu che porta T integrazione . Può, verificarsi questo risultato per 
mezzo, della ditìèrenziaziQfiè . 

GX integrali o soromie- complete delle^ quantità trascendenti 
sen x cós y > seny cosx-^ co« x cosy , senx sen'y ci sono dati dalle 
equazioni trovate al §. 28. per esprimerne le ditìèrenze : abbiamo, 
infatti da queste equazioni 

sen X cosy = A2 sen x seny -+• B2 sen x cos y h* C2 seny cos x h- 
D^cosxcosy , : ' ' f » j 

senx seny =A'^ serici stsny^^'^senx cos yr+^C2 seny cos x^h- 
J}'^ cos X cosy 

cos X seny = A"2 senx seny h* B '2 sen xcosy HrG"2 seny cos x H* 
I}"^ cos X cosy 

cos X cosy = A' '2 se/i x seny^ì^W^ sen x cosy^ C'S seny cos x-h- 
D'''2 cos xcosy 

iV onde si ricavano per mezzo dell' eliminazione i valori di 2 sen x >< 
cosy ; 2 sen x seny ; 2 cos x cosy ; 2 cos x seny . 

In generale facendo qui un ragionamento simile a quello fatto 
al §. 17 per gli integrali delle funzioni di una sola variabile, avre- 
mo per esprimere la somma completa di una qualunque funziona 



f 
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di due variabili x,y^ cioè di z , avremo dico 



22; =(p(xO — yw)-h^ ^H*^; 



• • « 






la quale finisce secondo i 'basì particolari cui appartiene: ordina 
riamente però se w = i , 6 = i , quando x è maggiore di j' > si fa 

tf quando j^ è maggiore di :r , si fò. 



§^ 30. Abbiamo veduto al §. antecedente che 

Parimente dall* equazione (6) del §. nS.y noi avremmo ot- 
tenuto» 

2y = ^y-^^^-^^^[ ^ ^ ( aff — ^w ) > da cui sostituendo per. 2a? 

■ 

il suo valore, troveremo- 



noi abbiamo adunque due espressioni per 2y : e siccome ciò ac-" 
cade ancora per le somme delle potenze superiori delle variabili > 
non sarà inutile trattenersi a dimostrare y che queste due espressio- 
ni diverse in apparenza, sono però in sostanza la stessa, molto più 
che con lo stesso» metodo dimostreremo Y eguaglianza di due qua- 
lunque altre espressioni , che potessero- aversi per rappresentare 
uua medesima somma. Se le due espressioni avute per 2y sono in 
sostanza la stessa ^ dovrà V equazione 



2w* 

*~*^ "'*'*-{-'*'( a:d — yfà) esser vera . Segue di «juì che 



a. 
neir equazione 
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p{xò — y{)ò) il primo membro deve essere una funzione di ai — • 
^w : dunque questo primo membro o deve divenire zero o eguale 

ad uoa quantità costante facendo a;9 -7-^ w =;= o , ovvero x =^J^: fat- 
ta questa sostituzione il primo membro diviene effettivamente nul- 
lo: egli è dunqjue una funzione di oA — ybò: dunque i due valori 
di Sy sono tali che i' uno si riduce facilmente air altro , cajnbiau- 
do la forma della funzione arbitraria . 

H Geometra Bossut che ( a ) ha detto qualche cosa sopra la 
spmijia delle funzioni a p;iiì variabili ? a parer mio ha fallato , poi- 
ché dichiara non spgimabili certe espressioni, le quali per mezzo 
delle nostre teorìe sono integrabili completamente 

§.31. Noi abbiamo supposto nella determinazione delle óiffe- 
renze jBuperiormeiite ..trattate^ che le variabili x^y crescano nello 
stesso tempo degli aumenti w e ^ : può ancora considerarsi il caso 
nel quale queste variabili aumentino in tempi diversi , o una dopo 
deir altra, e ricercarsi in questa ipotesi le differenze della funzio- 
ne z : anzi in questo secoado caso la teoria che trattiamo^ è di 

una maggiore estensione e di un maggior uso . 

Ora adunque considerando generaltnente la variazione che 
può soffrire la funzione z in virtii dt^^li aumenti che ricevono 

ìe ^variabili , si vedrà che possiamo ricercare le di lei differenze o 
rapporto ad or o rapporto ad j^ o rapporto ad a; e ad ^ nello stes- 
so tempo ; così sarà espressa per 

z — z la differenza df z rapporto ad x ; per 

'^ — z la differenza di z rapporto ad y ; ed infine la 



z 



^ r 



differenza di z presa per rapporto ad a? e ad j^ nello stesso 

* ^ y 

tempo sarà espressa dà 2; . — z . 

*- *- jr-4- «,> -h9 Xyy 

Le priijie due differenze ^i chiamano Differenze Parziali j^ 



( a ) Traité de Calcul Differentid et de Calcul Integrai: Tom. /. jpag. 6^. 
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per distinguerle dalla terza, alla quale si è dato il nome di Dif- 
ferenza Totale. Ancora le diiFerenze parziali sono indicate dal- 
la lettera greca A» hm ^^ disotto della funzione da differenziarsi 
si pone la variabile , rappoito alla quale dobbiamo differenziare > 
separandola dalla fnnzionc medesima con una linea curva: T ispe- 
zione oculare baf?terà per una maggior spiegazione. 

Noi scriviamo A^i per indicare la diiierenza prima presa per 

X 

rapporto sid x : egualmente Éiz^ per indicare la differenza prima 

y ^ 
presa per rapporto ad ^ ; e semplicemente ( §. 23. ) ^z pqp e- 

sprimerc la difterenzs totale. Così 

Considerando la segnente tabella , vedremo come devono pren- 
dersi le differenze parziali del secondo ordine , e come devono 
scriversi :; 



DifF'.2*.rapp.ada...A's^_^ = 2?„ .3„.,--aa^ .„^,^z 



X,y X'\^2<a,y x^fa^y x^y 



Y 

successivamente f ^ 



z 

x,y 

In generale per esprìmere una differenziale {m^n) par- 
ziale presa m volte rapporto ad a? > ed 72 volte rapporto ad ^ , si 

scrive A z : si dà cioè alla caratteristica A «» indice e- 

x^y* 

guale air ordine della differenza > e si scrìve accanto ad essa la 
funzione z > sotto la quale sono collocate le variabili co^y rap- 
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r 

porto a cui dobbiamo difTerenziare, ed è posta una linea curva 
ia luogo della barra di divisione: a ciascuna poi di queste variabi- 
li si da un esponente eguale al numero delle volte che deve pren- 
dersi la diflerenza rapporto ad essa. 

.L' operazione per avere le effettive differenze^ parziali non ha 
alcuna difficoltà'; poiché nel prendere una differenza consideriamo 
costanti tutte le variabili , eccettuata quella l'apporto a cui si vuol 
differenziare . 

§• 32. Prendendo la differenza seconda di z prima per rap- 

porto ad y , poi per rapporto ad x \ ottenghiamo per tkZ nna 

espressione, la quale eguaglia quella ritrovata superiormente per 
A''^ : è dunque indifferente Y ordine da seguirsi nel prendere 

xy 

la differenza seconda di z rapporto ad a; e ad j/ successivar 

X %y 

mente; in generale non sarà difficile dimostrare che per avere la 
differenza A z, , possiamo seguire nel differenziare quellVor- 

X ^y 

dine che piii ci piace; si può differenziare un certo numero di 
volte per rapporto ad a?, quindi differenziare rapporto ad y^ poi 
tornare a differenziare rapporto ad ar> in queir ordine che si vuo- 
le , poiché avremo sempre lo stesso risultato : conviene però che 
ad operazione finita le differenziazioni rapporto ad x siano m di 
numero , e quelle rapportp Biày n di nuniero . 

Il superiore algoritmo per indicare le differenze quanto, è chia- 
ro e semplice allorché trattasi soltanto ,di differen:5e parziali , o 
soltanto di differenze totali ; diverrebbe imbarazzante e confuso se 
volessero indicarsi con esso le differenze parziali .delle differenze 
totali e viceversa : in questo caso per indicare le differenze totali 
sarebbe necessario adoprare un* altra :lettera diversa dal A- 

Ma una tale inesattezza d'algoritmo non è^d' alcuna influen- 
za, come vedremo in tutto il corso dell' Opera. Vaglia per ogni 
cautela averla lavvertita. 

§. 33. Passiamo ora a dimostrare un teorema interessante che 
esprime la relaziane. fra le differenze totali e le parziali appa^ 
tenenti alla stessa funzione. 



f 
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Abbiamo trovato al §- antecedente 






*y 



Aa. = z ^ — 2 . ) A^ =^z ^4 — 2; : dunque 
A2; H- A2; -^ A*^ = ^ .A — 2 ; nia ( fi. 27. ) 

,2; , — 2; = A^ dunque 

Az =A2; H^A^ -:HA*^ i equazione che contiene quc- 

* ' y^ ^y 

sto interessiate teorema. 

%> La difiereuza totale della funzione z delle due variabili 

^^y 

,9) 0^ ed ^ è eguale alla somma delle tie differenze parziali della 
9> stessa funzione ^ cioè alla difFerenza prima parziale rapporto ad 
» 07 > più alla differenza prima parziale rapporto ad y^ più alla 
,> differenza seconda parziale per rapporto ad a; > poi per rappor- 
.„ to ad ^ H . 

Potrebbero trovarsi, altri teoremi per le differenze degli ordi- 
-ni superiori . 

§. 34. Premesse le i^egdlc generili per ottenere le differenze 
parziali delle funzioni a più variabili y trattenghiamoci neir asse- 
gnare le differenziali delle diverse finzioni, per servirsi dei risul- 
tati che otterremo, allorché parleremo delle integrazioni delle fun- 
zioni medesime . 

xy 

( a ) . . . A*^ = flwfla: H- V« . 

xy 

{ 3 ) • • A*^ = 3dw«* H- 3«»*a H- «'I . 



Tom. l K 



À m^ 



/ 
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( 4 ) • • • A*^ = 4««»' -h 6«w'»' H- 4d«*« H- w"** . 

ec. ec. 

( 5 ) • • • A*^ = 40wa?y -f- idw'^ h- awO*ac -h wM* . 

xy 



}«* 



wT. 



cCa ce* CC« 



In generale indicando per z una funzione di a? » e per r una 
funzione di ^ / avremo 

Si vede come potranno aversi le differenze parziali degli or- 
dini superiori y poiché V operazione per prendere le differenze , non 
ha alcuna difficoltà : così 



x*y x*y 

Né srarà inutile osservare 9 che i risultati ottenuti nelle supe- 
riori differaoziazioni V sarebbero stati li stessi , se le funzioni che 
ibbiamo differenziate, fossero state aumentate di^(a?)H*^(j')> 
.essendo p{x) una funzione qualunque di a;, e "^ {y) una funzione 
qualunque di y^ cioè la differenza parziale seconda di x^y^ p{x) 
"H Y (j' ) sarebbe stata egualmente awja? ^- w*tf , come era la diffe- 
renza di x'y. 

§• 35- Sia u o semplicemente u la differenza A*a 1 ov- 



xy 



vero ( scrivendo z pera ) A*Ì5 ed avremo m = A*&. 

^ %y xy xy 

La funzione Zy la quale differenziata due volte, prima per 
rapporto ad x > poi per rapporto ad ^ > dà la funzione u > chiamasi 
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la Somma Seconda o V Integrale Secondo di z, Parziale^ pre-. 
so cioè prima per rapporto ad a?, poi per rapporto ad j^, e s' indi- 
ca così 

s = 2*d: di modo che T equazione 
u = A*i 1 conduce subito V altra 

xy 

» 
25=2**,; ed in generale l'equazione 

xy 

MI *4* IH 

?^ = A vl^ conduce V equazione 

;^ = 2 >^i 6 queste due equazioni signiiìcano ìi| sostanza la 

stessa cosa. 

Nel passare dalle differenze agli integrali, ogni volta che si fa 
un' integrazione conviene aggiungere una costante _^arbitraria , ac- 
ciocché ad operazione finita si trovino nel risultato dell' integrazioni 
tante costanti arbitrarie, quante unità contiene T ordine dell' in- 
tegrale : così un integrale d'un prdine n^m dovrà contenere un 
numero m -4* ^ di costanti arbitrarie : in questo caso T integrale 
prende il nome d' Integrale Completo . 

^Quelle costanti potranno anche essere funzioni variàbili : im^ 
perocché quando si faranno le integrazioni rapporto ad a?, le co- 
stanti arbitrarie potranno essere funzioni di y^ e quando integre- 
remo rapporto ad ^ , le arbitrarie potranno essere funzioni di x . 

DopoTtutto questo è facile ricavare dalle differenziali del .§, 
antecedente queste formule d' integrazione 

2*i==-^ H-^(^)h- '^{y)ì essendo ^(a?), ^(7) due funzioni 

rispettivamente di a; e di j^ arbitrarie . 

2'ii t=^ — — 2*i.H-^(a?)rhY(j^),e mntandoapin^, win«e 

* xj ' *** * xy 
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viceversa, avremo 



2'i= 


~ 2W* 


2*^ = 


3w6 


2*s = 


4«4 


2'*J> = 





^ xy 






wC* wv* 



- f 2-i -i 2-i -^2*i.-,.9(«>H-n^). 
- w2*s — '^ 2*^ — - 2*e — !?• 2'* — — X ... 

4PJf 

Si vede come potremo avere la somma seconda di un prodot- 
to qualunque x^y^ ; anzi in generale dalla formula ( 7 ) del §. an- 
tecedente abbiamo ( indicando per p una funzione di o^^ e pei:. 

X 

q una funzione dij^ ) 



»ji 



Da quest'ultima formula possono aversi ancora più sempli- 
cemente espresse le somme che abbiamo qui sopra trovate. 

§. ^6. Dalla teorìa delle serie possiamo ancora ricavare la 
formula generale dell' integrale o Somma Seconda di una qualun* 
que funzione z di a? e di ^: infatti ^*z è eguale alla som- 



xy 



ma rapporto ad y della somma di z rapporta ad x : ora la som- 



^>y 



ma dì 2 rapporto ad a? è 
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2; •4-,2. ^^z H* s^ H-ec dunque 



2*2; = 22r H- 2^^ . ^ H* 22; H- ce. , e però 

-^ y y ,. y ' 



V 



j& -•+►* aH-2^ , ^-hec- 



» .H-2 i.H-2; M-^^c. 

ce. * 1^ ce» ■' I • cC« 



Questa foriimla in generale è composta di un numero iafiaito 
di termini : nel diversi casi particolari però secondo le circostanze 
del problema , ne è assegnato il fine . 

Se si fa 00= i ^ ft= i , e le variabili x,^. si snppongona nu- 
meri intieri , allora la serie suole finire ai termini ove o- tutte e 
due 9 o una delle variabili diviene nulla . Così incominciando dagli 
ultimi termini a scrivere la serie > si ha 

*j[ Q^o. 1,0^ 3,0, 3,aO jr— 1,0 

^y 



z H*5J' •-f-^c H*2? H=^ --h^; 

0,1 1,1 3,1 3»! *— !>' 



2; ^Z H^^f H*2J H- • • • • . H*2J 

0,3 1,3 3»3 a, 3 ;tf— I,» 



55 -4-2» H?25 H*2; -4- •4-2; 

Oi3 1,3 3,3 3ia «-*tj3 



^ • 



• 



• •..••«. 



2» • i*2J * N2J •■ !*'2> — I- • • • 1*2?' .• 

o^y^i \^y—\ a,7— I 3»>— « *— i,jf— i 

§. 37. Facciamo qualche applicazione delle integrazioni del- 
le funzioni a piii variabili > alle serie doppie (a). 



(a) Si chiamano serie doppie quelle che hanno il termine generale 
funzione di dne variabili. 
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Sia la serie doppia che è conosciuta sotto il nome di Tavo- 
la Pittagonca 



O 



^ 



00' 



o 
I 

a 

3 

4 



o 
o 

Q 
Q 



Q 
I 

a 

.«V 

3 

4 



o 
a 

4 



8 



9 

IO 



o 

4 

3 

la 

i6 



O • • • • • o 



H • • • • • ^ 

IO 2X 



15 

20 



3» 
4x 



^y zy Ay 



sy 



xy 



della quale cercasi la somma . Indichiamo per S la somma di tut- 
ti i termini fino agli indici a? rrr i » ^ — ' l » avremo perciò che si 
è veduto al §. antecedente 






Ora dal §. «5. si ricava > facendo « == fl = 1 



2*52! 
2*^ 



*V* 



-^2'^—- ^2*»— -^2*iH-f(«)H-^(j') 



*y 



*> 



4 



*> 



■ T 

4 



"4" 



^-?>H.^-fH-^(*)H-T(:)') 



jp*jf* — *y* — .y** 



JP> 



(p(x)H^Y(j^) 



jr(jr— I ),>(jr— I) 



^(^)h*Y(>)> dunque 



^(jf— I )>(jf— l) 



2.2 



^(^)H-^(j'); 



Avremmo trovato subito 
formula 



questo risultato per mezzo della 



< • 
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2*i>^ . qy = 2p^- 2g^ H- ^ ( a? ) h- 'f' (jy ) , facendovi p^ 5;= 

Siccome quando a? ed jr sono nulle >. la «ommà S deve essere 
ancora essa nulla, avremo perciò ^(a?) == o, y(^)=o, e 



•N 



:3ercio 



»(jr--l)j>(>--l) 
4 

Sia 07=5, j* =4, 6 troveremo 



5 ■4-4.3 



6o. 



La somma adnnqae dì tatti i termini della serie lino all' indice 
4 orizzontale e all' indice 3 verticale , è = 60 . Ciò può facil- 
mente verificarsi. 

Per na altro esempio abbiasi la serie doppia 



/ 



4 



X 



o 
I 

a 

3 
4 



o 
I 

a 

3 

4 



I 

2 

3 

4 

5 



a 

3 

4 

5 
6 



3 

4 

5 
6 



5 
6 

7 
8 



« 



a?H- I 


a;^ 


-4-3 


07 


-i-3 


isc< 


H-4 



> , j'-M t y 



9 • • • • 



• • 



0(7 



della quale sia cercata la somma • Indichiamo per S la somma di 
tutti i di lei termini > fino agli ìndici x — i^ y — i , ed avremo 



S = 2*l^>) =2** 

xy 



2*i 

*4» 



**> •+>** — 3*y 
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Per d^t^rmiqar^ I9 due fpqzioni osserveremo cUe facendo a: — 
ì } dobbiamo avere 

g = y^y^^^ ^ e da questa condizione si ricava ^^^^^^ = . . . 



2 

2 * "" 



r(-^(i)H-»^(>)checi dà T 0^) = — ^ (4). Egual- 



mente facendosi > = i dobbiamo avere 

S=,fL(^Lz!i,.e quindi ^^1^=:^ = ^' "^^"^^ H- ^•(^)r*-^ (i) . 



dalla quale si deduce ^ («)h-^ ( i ) = o. 

Le due funzioni adunque p{x)y Y (y ) sono costanti ; queste 
si annullano. 9 poiché la somma cercata dev^ ^s^ere = o quando 
x=y=zo. Sarà pertanto 

S = *>-*•>>'- a*J>, Se^==5 ,^ = 4, avremo S = 70. 

§. 38. Data una funzione esplicita delle due variabili X'^y 
che noi abbiamo rappresentata per z 9 abbiamo considerato il 



<li lei stato variato >. quando cioè x^^y divenivano ^-:t-w,^H*fli 
ne abbiamo determinate le differenze parziali^ tota,ii, e le somme. 
Consideriamo adesso il ca$o nel quale Ja funzione z è tina funzio- 
ne implicita di due variabili a; ed ^ 9 cioè il caso 9 in cui z è da- 
ta in AT ed ^ per mezzo ^ una -equazione fra essa e le dette va- 
riabili ,. 

Una equazione -fra tre variabili ^9^, z che possiamo gene- 
ralmente rappresentare per p ioQ^yyZ) = o ci dà sempre p pos- 
siamo supporre che ci dia una di queste variabili espressa in fun- 
zione delle altre due . I valori di due di queste variabili rimango- 
no indeterminati , e Y equazione sussiste sempre qualunque d' al- 
tronde siano. questi valori. Riguardiamo :& come una funzione del- 
le due variabili a? ed ^9 -ed indichiamola per z : la ferina gene- 

Tale deir equazione sarà allora (p {z ,5c,jr) = o. 

Quest' equazione essendo vera per qualunque valore òìx e 
di y^ potremo in essa sostituire a?H*w invece di a?; ed ^-*-0 in- 
vece di y^ senza che questa cessi di sussistere: ric^vqrqmo .adun- 
que da essa queste tre equazioni 



r 
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le quali avranno Inogo insieme con lei. 

1/ equazione (i ) s'ottiene ponendo neHa proposti a?H-w per 
,«?; l'equazione (a) si ottiene sostituendovi j/.h-* per^; e T equa- 
zione (3), sostituendovi x^òi^y ^ò nello stesso tempo per .a? 
epery. 

Cias 



!ìascuna,dì queste equazioni ( i ) > (a) > (3) ci da altee tse 
equazioni che hanuo luogo insieme con,ess$i: così rre5uazioiie (i) 

(4) .... <p(*J^^^^ ^^^-^iiW>J^) = 



:(5)---^(\^^^^^,7^-*-W,J(^a) 



(6) ....^(z ^>a?H-aoo,yH-0 = ®'- 

L'equazione (a) ci dà 



(8). ...^(2;^ _^^^,a?,jrH-a<) = o 
fL*. equazione (3) xi dji 






<ift). ^(«rhaw,^.H-2<,z .) = o. 

i tutte qneste dodici equazioni la (3) » la (5) e la (7) -sono 
la «tessa ; la (6) .e la (io) sono parimente la .stessa ; la (•) e la (11 ) 
sono anche la stessa; così esse si ridncono ad otto equazioni diverse 
che sussistono nello stesso tempo della proposta p{z , ar,j^)=o: 

Tonu L X^ 
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Seguendo lo stesso andamento , potremmo dedurne delle altre 
che avessero luogo insieme con loro . 

§. 39. Avendo luogo insieme con la proposta le equazioni 
(0>(^)i(3) ^^- qualunque combinazione di queste equazioni , 
avrà luogo ancora essa simultaneamente : le difFereuze adunque 
dell'equazione (pCz yx^y) = Oj o semplicemente ^ =0, sia 

parziali 9 sia totali ^ sussisteranno insieme con F equazione stessa, 
^ = o ; esse infatti uon sono che combinazioni delle sfiperiori e- 
quazioni > ottenute sottraendo le une di quelle equazioni dalle al-- 
tre : così per es. 

ir 



(p(z ^ yX^Ì3}yy)^p{Z •^,y) = o. 

In generale si dà il nome d' Equazioni a Differenze Parzia- 
li a quelle equazioni che sono o possono considerarsi essere una 
coTibinazione qualunque delle (i)>(a)i(3) ce. Si chiamano del 
Primo Ordine quando contengono 

z e z .* si chiamano del Secondo quando contengono 

alcune delle funzioni 

z ^ ^ z ^j z , : si chiamano del Terzo quando 

contengono alcune delle funzioni 

z ,2 ^yZ y£ . ^y e generalmente si 

chiamano dell' n ordine, quando esse contengono alcune fun- 
zioni di questa forma 

Tutte le combinazioni adunque che possono farsi con la pro- 
posta e con r equazioni ( 1 ) e ( a ) , sono equazioni a differenze 
parziali del primo ordine ; e tutte quelle che possono farsi con la 

proposta p^con le equazioni (Oi(^)>(3)>(4) ^^- (^^)» f^}^^ 
equazioni a differenze parziali del quarto ordine, e cosi di se- 
. guito , 

§. 40. Supponghiamo che la proposta equazione (p{z yX^y) 
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= 0, contenga alcntie costanti arbitrarie; è manifesto che queste 
si ritroveranno inalterate nelle equazioni (i)5(a)>(3)f(4)ec. 
Ora per mezzo della proposta e delle equazioni ( i ) , ( a ) potremo 
eliminare due costanti arbitrarie, ed otterremo un* equazione a 
differenze parziali del primo ordine y la quale conterrà due costau* 
ti di meno della proposta : egualmente se per mezzo della proposta 
e di tutte le ritrovate equazioni diverse che sono otto di numero, 
si eliminano otto costanti arbitrarie , avremo un' equazione del se- 
condo ordine , nf Ila ^oale non mancherà alcuna di quelle funzioni 

z ^z ^ , » ^ . , conterrà otto costanti di meno del- 

k proposta y ed avrà luogo insieme con essa . Cosi potrebbe dal- 
la proposta dedursì un'equazione del terzo ordine a diiferenze fi* 
nite e parziali che avesse luogo insieme con lei, e contenesse un 
perto imfltero ^ì cjostanti di meno di essa . 

Anzi le quantità che si eliminano 9 possono essere ancora fun- 
zioni variabili . Abbiasi infatti Y eqoaxione 

Piz yecyy^u jp ) = o nella qtfale u e p rappresentano fun- 

4;io;ii determinate o indetermiaate di a? e di j^ cespettivamente . 

Ha luogo insieme con la proposta ( §. 38. ) ancora questa e* 
equazione che 4a* essa deriva 



p{^z >«:-{- w,jf,p ^u )=:o: ora se per mezzo di quest' 

ultima equazione e della proposta medesima eliminiamo la fun- 
zione u che ritrovasi inalterata in aad^ue> avremo una nuova 

equazione che rappresenteremo per 

(a)...Y(£^^^^^^,a?,^,p^,p^^^):^o, la quale non conterrà 

traccia alcuna della funzione u * 

Sussistendo quest' ultima equazione ^ avranno luoj^o con essa 
ancora guest' altre due 

^ x^{aty-¥2^ *^ ' ^"^ X ^ X'^té^ 

le quali s* ottengono col sostituire nellVequazione successivameur 
te ^ H- * per j^ , 
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Per mezzo di queste due ultime equaziooi e dèlia ( a ) y po^r 
tremo ìeliminare le due &mziom p 9 /> r ed avremo iufiae uoT 

equazione fra 

x^y^z jZ ySJ ^ ■ yZ . .^» I21 quale non con- 

terrà più alcuna traccia delle due funzioni p yU che si ritrova-- 

vano nella proposta . Questa wrà nn^' equazione a differenze par- 
ziali del terzo' ordine; cosi per eliminare dne^ faozioni da una e- 
quazione , è stato necessario passare alle equazioni a differenze par- 
ziali del terzo CHrdine : può accadere però che bastino V equazioni 
a differenze parziali del secondo ordine per eliminare due funzio- 
ni secondo la natura delle fimsionx e' dei loro coefficienti . 
Per esempià indicando per 

u. rp^ due funzioni diverse della quantità variabile te?-^- 

tùjfy esse possona eHminarsi dall'equazione 
p{z , x^jy , u ip. ^ )= b per me2(zo dell' equazioni ^te- 

differenze parziali del secondo erdiné : infatti insieme cmi la prò 
posta hanna luogo queste ti'e equazioni 

^Ile quali eliminando 

u 9 p - r avremo un^ equazione a differenze par- 

ziali del secondo ordine che non conterrà le funzicmif le quali: 
erano nella proposta . 

Vedremo tutto più chiaramente allorché parleremo* dell' in- 
tegrazione delle equazioni a differenze finite e parziali. 

§. 41. Le equazioni a differenze parziali sono* moltissimo pi» 
generali di quelle dalle quali per mezzo delF efiminàzioiie delle 
funzioni sono state dedotte : ciò si concepisce fecilmente y impe- 
rocché eliminata da una proposta equazione una funzione u de- 

terminata ài Xj V equazione a differenze parziali che non contie- 



CALCOLO DELLE DIFFERENZE FINITE CAt. Il; 75 ' 

ne questa fànzione , è la stessa come se a fosse stata una fonzio- 

ne indeterminata di pc' mentre dunque T equazione proposta appar- 
tiene ad un probl«a)a > in <im ^ ha vn> c«rto' valore detenoiofato» 

r equazione a differenze parziali appartiene a tatti i aversi pro- 
blemi cbe corrispondono ai diversi valori > i quali possono darsi 
ad a secondo il' nostro arbitrio?^ 

§. 4i'. 1 due aumenti delle variabili x ^y che noi sòHamo' 
rappresentati per a* e Is sogliono ancorai ra^pccstntwsi |ier ^x e 
ékv: essi infatti sono le diSrenze^ débile vaiaalùli '<t ^pd y. Ordina- 
riamente si suppongono costanti , ma può ancora csten^rsi il' cal- 
colo delle diiflerenze finite a considerarli variabili : le- r^<^ cteUa. 
éiéforensiaziontt pero eeno Ve stesM*. 
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Integrazione delle Equazioni a differenze jinitg 
delle funzioni di una sola variabile . 

i 

$. 43. \ Bbìamo vednto al (§11) che <fkta iia'«qua» 
JLjL. zione 

(tT)...^(ar,jf^,a,6,c cc.)= o 

fra a; , j^ e quante si vogliono costanti ^ possiamp sempre d^edjjrnp 

un* altra 

^' ( a? » J', ) Aj'^ , A*^^ ) ec. ) = o ovvero ( §. 5. ) 



alle differenze finite dell' ordine n y la quale contenga un nuf- 
mero n di costapti di meno della data equazione ( U ) medesima » 
Come r equazione ( V ) sì chiama T equazione alle diiferenzp 

dell' ordina 7^ della ( IT ) 9 cosi quest' ultima chiamasi T £^1^0? 

zione Sommatoria'^ V Integrale n della equazione (V)- 

Dunque V integrale o ^£ una equa^one alle diffe* 

renze ^ è wn* a/f rw equazione fra 3C > y ed un numero n 

d/ costanti , dfaZZ' eliminazione delle quali risvJita la stessa 
equazione alle differenze; e siccome data T equazione (V)f 
nella quale non si trovano quelle costanti 9 non è detcrminata cosa 
alcnaa sopra la» loro natura > così esse possono ricevere qualun-^ 
que valore che ci piace : si chianiano per questp Arbitrarie .. 
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Si dà poi il nome d' Integrale Completo a quella equazio- 
ne ( TI ) quando il . numero delle costanti arbitrarie che essa con- 
tiene è eguale all' ordine dell' equazione differenziale ; e dicesi 
semplicemente Integrale , o Integrale Particolare quando le co- 
stanti arbitrarie vi sono in un minor fiumero- 

Chiamasi Integrale del Primo ordine o Integrale Primo , 
un' equazione fra x^y ^y ^y $ efe, y , , ed una 

costante arbitraria , dall' eliminazione della quale risulti V equazio- 
ne ( V ) ; si chiama Integrale del Secondo o Integrale Secondo 
una equazione fra *,y ,y ,y ^ efc. %y ^ ^ y e due 

costanti arbitrarie 9 dall' eliminazione delle quali risulti la proposta (V) 
e così di seguito . 

D' ora in avanti tutte le nostre ricerche sopra Y integrazione 
dell' equazioni saranno dirette a ritrovare l' integrale dell' ordine 

n ; e per questo noi diremo semplicemente Integrale per intcn- 



; e per ques 



dere Y integrale n : quando la cosa dovrà essere diversamente 
lo avvertiremo . 

§. 44. Siccome 1' equazione sommatoria ( TJ ) e 1' equazione 



tstme 



colle differenze n (V) hanno luogo nello stesso tempo > così 
quest' ultima diverrà identica quando vi si sostituiscono i valori 
di y > y » y ec. ricavati dall' equazione sommatoria ed c- 

spressi per ^^ e per le n costanti arbitrarie . 

Segue da ciò che è la stessa cosa, data un' equazione (V) al- 

le differenze dell'ordine n , ritrovare un* equazione (U) /Va 
X , y , dalla quale per mezzo delV eliminazione di n costanti 

essa risulti y ovvero ritrovare per y una tale espressione che 

sostituita nella stessa (Y) la renda identica ; per questo ncfi 
daremo il nome d' integrale dell' equazione ( V ) a queir espres- 
sione dì y la quale contiene un numero n di costanti arbi- 

trarie , e clic sostituendo essa ed i valori da lei dedotti per 
y , y ec. nella equazione alle differenze {V)j la ren- 

de identica . S' aggiunge a questo integrale il nome di Comple- 
to , onde distinguerlo da quella espressione cui mancano alcune 
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costatiti arbitrarie > e che prefide allora il nome d* hAegrqle oom* 

plet©, confgrraeraeiite a ciò che èdeito sopsc^. 

Nel trattare dell* icfiegrazipné delle cqnaziopi noi cominci<;- 
remo dal sopporre w=^,i*, e vcidremo. in seguito coinè dagli inte- 
grali ottenuti in questa sappqsÌ2ionÌB,. possono dedursi gli integrali 
che si convengono al caso di qna^nque valore di w ; noi parlere- 
mo principalmente dell' integra^ipne delle equajiom lineari, nelle 
quali cioè la funzione inoognÌt;a y e le sue dijHèrénze Ay , A 'v ec. 

ovvero le funzioni y ^.rJ' _^„«c., non sono elevate ,phe alla 

prima potenza > poichib queste sono le sole equazioni 9 per le qua- 
li si abbiano dei rijetòdi d' integrazione dotati di qualche gè- 
ueralita . 

§. 45. vEoDO /la forma generale delle equazioni che ci pro- 
ponghiamo d' inte^rtìre : 

A% -4-AA""Vh-BA"""% H- H-PAv -^Qy, = X 



Jt * . ^ X^ . '^ X 

ovvero 



y H-^y H-fty -*H -H-oy == X ; di <jueste dqc 

forme una si può sempre ridurre air altra per mezzo delle formu- 
le dbl (Jj. 5.) é ciascuna di esse rappresenta egualmente un'equa- 
zione lineare alle differenze finite dell'ordine n. La seconda for- 
ma però) come piiì comoda per i nostri metodi > sarà quella sotto 
la quale considereremo le equazioni da integrarsi . 

Si tratta adunque di trovare r integrale completo dell' equa- 

zione lineare dell' ordine n : 



di trovare cioè per^ una tale espressione in x che contenga un 

numero n di costanti arbitrarie , e che ponendovi jc h- i invece 
di <3c per avere y , a; H- 2 per x a fine di avere y > e così 

di seguito, e quindi sostituendo l' espressioni di y^^y >>^^ » 

*c. nella proposta , questa divenga identica . 

jPer procedere con metodo in tal ricerca , noi comincierem^ 
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daile equazioni del primo ordine, e quindi passeremo alle equa- 
zioni degli ordini superiori. ' 

Sia penanto da integrarsi V equazione del primo ordine 

y — a y = o^ nella quale il secondo membro è nullo-, ed il 

Xré* l X te * 

coefficiente a è lina cogoita funzione di jx. Abbiamo da questa e- 
quazionej^ =:/z y , e prendendone i logaritmi 

ly ^=^ty ^la ^ ovvero 

-^x-^ì ^X X 

^y — ^y ='^^ > e perciò 
A/y = la . 

Qnest* tiltima equazione conduce stìbito (14) qnest* altra 

iy =:'2,la , dacnì^ =e » ( indicando per ^ U numero il di coi 
logaritmo iperbolico è 1* unità ). Ora abbiamo (13) in generale 
;S/a = SZa h- C n^presentando per G una costante arbitraria ; 
dunque saia 

y = e = è . e : ma essendo C arbitraria è ancora e una 

« _ 

.quantità arbitraria; .dunque ponendo invece di -é ^Ja costante ar- 
bitraria A.i avremo 

y =Ac 'i e qaesni espressione di^ sarà T integrale completo 

« 

( 44 ) della proposta . 

L* espressione poi di "Eia d Btsova per mezzo delle regole 

date per l' integrazione delle iunzioni .al Gap. I. : in generale sa- 
rà (17) 

i = 
X 



= la ^la H^ H-^a. H-Za =ZCa .a v 

a^.ù ) , ed avremo V integrale completo della prò* 

posta espresso ancora in quest' altra maniera 

Tom. L M ^ 
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^^ = Ae =Aa .a a .a ^ come 

può verificarsi . 

§. 46. Abbia r equazione da integrarsi il secondo membro 
che sia una funzione qualunque di x che indicheremo per X ; deb- 
basi cioè trovar l'integrale completo dell' equazione y — 

i 

a y = X. 

Facciamo y =^cc 2?^ > essendo » jZ due funzioni incogni*- 
te di X da determinarsi. Sarà evidentemente (16) 
V . , = « ^z = a ( 2; H- 2z ) 1 e sostituenda nella 
proposta per y e per y > i loro valori % troveremo f ra « e 2i 
questa equazione 

{ a — a et ) ^Z •-l- a . z '= X . 

^ ^-4-1 X x^ X x-b l X 

Siccome abbiamo una sola equazione fra le due incognite 
tf 1 2; , cosi una di queste potrà determinarsi a nostro arbitrio : de- 

XX 

terminiamo a in maniera che il coefficiente di ^z divenga nul- 

X X" 

lo . Questa condizione ci darà per determinare » V equazione 
et' . — a « = o * e per determinare z , V equazione 

*-+ \ X X, ^ X ^ 

» jZ =X: avremo adunque (45) 

X •-+ I X 

X 

I ""^'^ -4-f 

z =T^ * .X, è qumdi 






^ X X ^ 

2e * . X H- C costante \ dunque 



' . X ) : questa espressione è T integrale 
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completo della proposta > poiché soddisfa ad essa (44) e contiene 
una costante arbitraria . 

Ess:ndo (17) 2/a ^ =Za ^^la , avremo 




jr-f IX X 

^"^' e ^ ''=e "".^^e '.f , e quindi so- 

;i? X 

rtituendo nell' esfressione trovata per^ , avremo T integrale com- 
pleto della proposta sotto quest' altra forma 

Supponghiamo che V equazione sia 7 — ay =zb^ a^b ^ - • vi 
essendo costanti ; avremo allora , ' 

-i- = C a*H- -^ , facendo C = £. 

J — if I — a « 

Lo sviluppo dei ritrovati integrali ci è dato dall' integrazio- 
ne di funzioni di una sola variabile; ma una equazione si conside- 
ra come integrata quando il suo integrale dipende dalle somme 
delle funzioni . ' 

Essendo X una funzione qualunque data di a; 9 rappresentia- 
mola per m , e quando le funzioni che entrano nell'integrale com- 
pleto j non saranno integrabili , prenderemo per rappresentare lo 
stesso integrale completo , la seguente espressione sbarazzata dai 
segni sommàtorj: 

y ^=ia .a a -(Ch-S ^ ) j e togliendo T - 

X X — I I o 

altro segno sommatorio che è fra le parentesi , avremo 
y^'=a .a .a a .a (C 

m 
or— f 



a ..49 4 ,a 







X" 


-a 




a 


.^ 




. • a 


• 


^x 


2" 


1 
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m m 

^ ' ovverà 

10 a 



), 






a a CI 772 

a a <z A TTT 

4»— 1 jf— 2 «— s *""4 •»? — 5 



.. : H- 

a a a . •..•..« a a G. 

* — l X — 2 Jl? — 3 I o 

Se a 9 m fossero zero % cioè se le funzioni m > a divontasscro 

O O XX 

nulle quando oj = o > allora le espressioni finirebbero con m ed 

a , e se queste ultime fossero anche nulle) terminerebbero le esprcs- 

sioni con m , a > e così di segnfto : in generale dalle circostanze 

dei problemi r nella soluzione dei quali s* impiegano queste formu- 
le 9 determineremo il fine delle serie . 

§• 47. Per fame un esempio, supponghiamar^die si ricerchi 
il termine generale della seguente serie 

Indici o 1 23 4 5 6- oft 

Serie 1 , 3 , t6 , 137 , . . y^ 

i termini della quale sono legati con questa legge: un termine qua- 
lunque è eguale al termine antecedente moltiplicato per 2 eleva- 
to ad una potenza indicata dalV indice del termine che si ricerca ^ 
più il quadrato di questo stesso indice. Sia y il termine ricercato, 

-6arà y , il suo termine antecedente , e secondo questa legge 
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avremo y r=: 2'y _ h* ^* •' se facciamo in questa equazione « H^ i in- 

rece di x ^ avremo y = a* "*" *^ -H (a? -M )* equaafion© a difFe- 

renze finite del primo ordine > dall' integrazione della quale dipende 
il termine generale di qnella serie. 

Paragonando questa equazione con quella del $. antecedente 
avremo 



a*"***, X.= (xH-i)*> fr quindi 






y^= è"'* (C^2e-«^ . C*H. I Y)i ora 
dùnque 

JT (t JP -» I ) 

Jl'^=a * . /Ch'2 (^4^*.wL-.!«J » e Perciò che abbiain det 



a 



•M)( jf-«-a)| ' 



to al §". antecedènte, 



y =a ^ 







Per determinare Ih costante ,s* osservi che oc=:o, ci dà y 



o 



\ ^ e perciò i zri^o'* C,. da cni G== 1 , e quindi il termine genera- 
le della serie sarà 



x{x -I- 1) 



^.= ^ 






2 

Vogliasi' il termine comsi3ondente air indice 3, avremo o;:^ 
o ? e perciò 



^,=:2'(iH-^H-^-^|7) = 64H-32H-32H-9=-i37> come è 
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appunto nel 1.1 serie. 

§. 48. Venendo alle equazioni del secondo ordine , sia pro- 
posta r equazione 

y _^. — hy^ , — a y =o> nella quale a ,6 sono due fun- 

zioni cognite di a; 9 ed il secondo membro è nullo * 

Per averne Tintegrale ponghiamo y = Ae * essendo A una 

X 

quantità costante indeterminata i ed m una funzione di x incogni- 

X 

ta . Dopo questa posizione avremo 

£/w r/iw im 

y ^.=Ae '"^' = Ae '.e *; 

^ « = A^ * • e * * , e sostituendo nella proposta , otter- 

remo ( dividendo tutti 1 suoi termini per Ae ^ ) per determina- 
re m questa equazione 



= o, ovvero più semplicemente 

o • Qnest* ultima equazione 9 cui si è 

ridotta V integrazione della proposta , è una equazione del primo 
ordine 9 ma non lineare , alla quale soddisfa per m questa funzio* 

ne inesplicabile in forma di frazione continua 



X 


a 

X 


TU m — h m — a : 

X X-k-l XX X 


( 



m = 

X 


=b - 

*— 1 


4-a . 






b H-a 
*— a «—a 






b --ha 






b . 

*-4 


«-4 



^-*-'i 
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indicando U una costante qualunque indetierniinata . 

L' integrale adunque della proposta sarà y = Ae . ' , pò- 

nendovi* invece di m la ritrovata espressione, e «ara completo, 

poiché contiene dxre costanti A,C che rimanendo indeterminate 
dipendono in conseguenza'dal nostro arbitrio . 

Essendo e =^m . to .m m .m 

è evidente che potremo prendere per il ricercato integrale questa 
espressione sviluppata 

.. ■■ ■ I » M ■ .. I libili 

% .V — 3 jr— 3 x^4 ^ — 4 



I e 1 



r 



• • • 



3 2 II 

Non abbiamo considerato m > poiché essendo questa una quan- 
tità .costante , può essere contenuto in A . 

Se i coefficienti dell' equazione sono costanti > se cioè vogliamo 
1 ntegrare y — ^y — ay = o , essendo b , a due costanti deter- 

X "T 2 X "T ( X 

ramate , ne avremo V integrale per mezzo della ritrovate formula, e sarà 
y^^Aib^a""-' ){b^a'-' ) . . .. 



■• • '• • • 



a ÒH-a 



■ ~ ■ (■ ■ 



(4 



• 
• 


6-i-« 


ÓH-a 


G 


G^ 




a^ )(òH-a'). 




b^a V 




C 





- v_. 
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I numeri a? — a^oc — 3, — 2>i che si trovano sopra questi 
fattori ci indicano quante divisioni sono nella sottoposta frazione 
continua : essi sono indici d* operazione . 

Osserveremo che questo integrale è completo 1 poiché contiene 
due costanti arbitrarie . 

Per un altra strada potrebbe ricercarsi Y integrale dell' e- 
quazione 

y — à y —dy =0, cioè^ ricercandone in qualche ma- 

niera due integrali particolari y dotati ciascuno di nna costante ar- 
bitraria ; imperocché ne avremmo allora T integrale completo pren- 
dendo la somma dei due integrali^ particolari . 

Supponghiamo che soddisfaccia alla proposta y =» ed ^ == 

M essendo a * a' due funzioni determinate di x, contenenti eia- 

scaba una costante arbitraria ,;e T integrale completo sarà^ =« 

9k . Infatti essendo identiche le due equazioni 

m — b et — aa==o,«' — h OL — Oa=0,, 

^-+•3 X JC-4-l V* X A-^a X JP-M X X 

^arà anche identica la loro somma ^^ 

m _ H-a' —h (et ^.H-a' .^ — a (a H-a ) = 

sarà cioè soddisfatta l'equazione proposta quando sìfk y ==» 
» , Tutto questo ha luogo perchè V equazione da. integrarsi è 



lineare . 

Egualmente se le due funzioni a ^ % soddisfacessero alla prò- 

posta y ma non contenessero costanti arbitrarie , avremmo T inte- 
grale completo prendendo la somma di quelle funzioni moltiplica- 
te ciascuna per una costante arbitraria ,' e sarebbe 

y =:A» H-B« , A ,B essendo le due costanti arbitrarie. Que- 

*^ X X X 

sto metodo riesce felicemente quando i coefficienti dell' equazione 
sono costanti ; poiché allora è facile vedere che prendendo per a , 
a le due radici dell' equazione x" — 6<k -+-«== o > soddisfa all' e- 
quaziode 



fi 



ì 
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y ^„ — hy . — tty= tanto y =« che y =« » ed il di 
lei integrale è in^ conseguenza: 

y =A«f-{*B«' * abbiamo in questa maniera trovate due esprea- 

sioni per integrare no' equazione del secondo ordine a coefficienti 
costanti col secondo membro nullo . , . 

Per farne una applicazione r vogliasi Ìl terminé\geaerale di 
quésta serie 

Indici- o, I, 3^ 3»- 4>' 5>--...a? 
Serie^ i ^ 2 > 8 > 42 ^ 296 > y 

nella quale un termine qualunque y è eguale ai due termini che 

Io precedono y _ ^ y moltiplicato il primo per V indice x > 

ed il secondo per il quadrata dello stesso- indice ; questa legge è 
contenuta neir equazione 

y = xr H- ocW > che è del secondo» ordine a differenze fi- 



nite ; e dall* integrazione di questa dipende il termine generale di 
quella serie . 

Ponghiamo neir equazione alle differenze x^^ invece di x^ 
ed -avremo V equazione 

» 

r = ( wv H- 2 ) y H- ( a? H- 2 yy^ : che paragonata eoa Y equa- 



zione generale sopra integrata ,. ci dà 6 = x h- 2, a =(5c-f2)*f 



X : X 



e quindi avremo per y questa espressione : 



r f 
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y^ = A^^ 



X* 



4f— IH-C*— I)* 
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:C— 2-l-(jP— 2)* 



*-3H-(af— 3) 






*— 3^ 



i 



1 -+J[^ 
C 






IH-I* 



I-+ I' 



le due costanti A , C si (Jetermioeranao .osscrviindo che a; =: o ci 
dà y = I i ed a? = I ci dà jf = a . Abbiamo allora i = A , e 



A(-H-i) 



= a ; dnn^e A = i , C == i . 
Se si fa 4V = 4 , av;remo 



^4H<-i6 



;\0 



)( 



4; 

a" 
296 



4 



2 



) 



M8 ai , • 

— . — .4.3 = 

ai 4 ^ 

come è effettivamente. - 

§. 49. Noi abbiamo supposto nullo il secondo membro ilell' 
equazione del secondo ordine : sia ora questo secondo membro u- 
lia illazione qualunque data X di ce: àbbias; cioè da integrar^ r e^- 

qaazbnp, 



T — b y 






X . Supponghiamp come al §. 46 



y =^a ^z , essendo a yZ dne fanzloni incognite di> da de- 

*^ X X X XX ^ 

terminarsi 9 £d avremo 

y =a {^z -^z H- 22; ). Facendo le opportune sosti- 
tuzioni nella proposta » troveremo fra le due funzioni indeter mina- 



le -fi 



(t 
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te questa equazione . 

z =X. I 

Determiaiamo adesso una di quelle funzioni a per €3. in mo- 
do che il coefficiente di 2 2; sia nullo ; con questa ^condizione 
m ci sarà dato da questa .equazione 

{i)....» — .i « — a a =0iC2; da gae^l:* altra fiqua- 

zione • 

(q,) (a — b » ,)z H-^ . z ^ =X. 



Dunque V integrazione dell\equazióne .del secondo órdine 
y — b y — at=X dipende dall'integrazione di icssa 

«Jlf ■+ 3 XX •+ 1 X X *' 

medesima quando il secondo membro è nullo » e dall' integrazione 
di una equazione .del primo ordine . 

Ora r equazione ( i ) integrata ^ secondo 'Ciò fihfi si è detto al 
§. antecedente^» ci jdà 

jft = Ae * prendendo ]^r OT^ il valore determinato .allo stesso §. 
Ix altra, equazione ( a ) si riduce evidentemente a questa 

z "^-^ ^ z = — JL— i la quale facendo il coeffi- 

ciente di 2;^ eguale ad «'^ , ed — ^L. = X% prenderà la forma 
z^ j — a ^ 2;^ == X' , il di cui intesale è ( §• 4^ ) 

avremo adunque sostituendo per .a , « i loro valori > il ricerca- 
to integrale così espresso : 
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E/» SI*'- —Tla» ■ 

e questo integrale sarà complett) j)erchè contiene due^ costanti ar- 
bitrarie A » G . 

Noi abbiamo adunque- completamente integrate le equazioni 
lineari a differenze finite a coefficienti variabili del primo e dd. 
secondo ordine, e rapporto a queste ultime sarebbe desiderabile 
che si potesse aver 1* integrale in una maniera più semplice e che 
non contenesse le somme delle funzioni inesplicabili ; ma tutti i 
nostri tentativi per questo oggetto sono, stati vani ,^ e le formule qui 
esposte sono quelle stesse che abbiam piAblicate in altre occasior 
ni (a). Riguardo alle equazioni degli ordini superiori, non è 
nelle forze per adèsso degli Analisti di determinarne gli integrali : 
si hanno però degli interessanti teoremi sopra la teoria della lo- 
ro integrazióne r i q«ali noi ci proponghiamo- di far conoscere. 

§. 50. Per questo sia proposta, per integrarsi F equazione li- 
neare dell* ordine- «'"***► 
(A) «^,H-5y^^,H-ey^^^H^ -^^y.^n^i^^^y .^nr^^ 

nella quale a,i,c ec. r>jp>X sono funzioni qualunque date dt a% 
Faeciaoio y —ti^z s essendo al solito flt^,z due funzioni di az 

dx determinarsi > ed ayrema (irò)- 
y =:ct {z -hS^; V 

•'^-M X^l^ X X'^ 

y =« {z ^-^z ^^z \ 



•* 



#» 






»*• 



^ 



« 



• 



(a) Opuscolo Analitico «tampato a Livorno 1* anno 1792. presso Gar- 
lo Giorgi „ Calcalo dell* E^iuazioni Lineari stómpato a, Firenze presso Pietro 
Allegrini T anno 129^' 
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fatte le debite sostituzioor nella proposta , ed ordinata secondo le 
funzioni z ^ z ec. sì ha fra » e z questa equazione 



(ttet 


,^ K 


^.-+ 


■ 7^ ^T* ■ • •••• ■• 






H-(K^i**- 








• 


H-{ 


^ A a A ft 






•■ • • 


^ 



X. 



• •• ••»••• 



pa .Z 

Ora avendosi un^ equazione sok fra due indeterminate 9 se ne 
può determinare una/ a nostro arbitrio: determiniamo adunque a in 

maniera che il coefficiente di Sz divenga nullo: sarà allora, da»- 
ta » dàir equazione 

(l) €Uù H-i5» _^,-<^CA ^^^^ -^-P» ^ =0t 

e 2; da una equazione dì questa forma 



(B.) ^'^.H-cz ^,-fc- ^p'z . = X>. 

nella qualfe' 



C^ . _ — h- Hrp» 



X^^ 



/ 



• •••»■•• 



p« 



L' equazione ( i ) non è altro che la proposta , fìtto in essa 
X == Or e r equazione (B) è una equazione lineare a coefficienti 
variabili dell' ordine n — i j così X imegrazione duella proposta 




* 
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^dipende dall' integrazione di'dne eqiijzioni, una che è essa mede- 
sima quando X è nullo, l'altra che è un'equazione lineare di un or- 
dine minore di un'unità di quello .della proposta . 

Per determinare z^ y cioè per integrare Y .equazione ( B ) , se- 
guendo lo stesso andamento > faremo z = a ^z essendo a ^z due 

» XX ' X X 

funzioni di de parimente da determinarsi; e fatte le opportune so^ 
stituzioni nell'. equazione (B)», avremo 

( cV H- ^p'ot ) z 

■ 

I 

—f- p'd nZ 

la qpale ^si decompone in queste ^u& 

( a ) 5 «' H* cV — h "^ jpV = o 

{Ci ....c*z H* à!'z' H* .•...#. -4* p"^' == X ) 

essendo c'=-c'd h- .-•••• • -4*P'/ 

d!'^=^d'» H- ^p'oc 

Così r integrale della proposta dell* ordine « *"* dipende (dall 
integrazione dell' equazioni (i),(2),,e dall' integrazione dell' e- 
quazione (G) che è d'un ordine inferiore di .due unitàri quello 
della proposta . Trovato il valore di z dall' equazione { G ) , s**a- 

avrebbe 

Continuando lo stesso metodo vedremo .che facendo 2' = 
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m 2^" > ed avremo per determinare oi' T equazione 

e per determinare z' V equazione, deli' ordine, iz — 3, di questa 
forma 



•// '/ . ///_// . ///_/« 



ed infine scemando, sempre T ordine delle equazioni da. integrarsi >. 
si giungerà, a queste due equazioni 

C^) p a =x. 

ed il ricercato^ integrale completo , sarà, di questa forma 

ir =» 2«' 2a" 2«/' ..... ^ 2« 2* r e conterrà: 

^X X. X X X X X 

un numero, n di costanti arbitrarie, le quali, saranno introdotte da- 
gli n segni sommatorj .. 

LiC lunzioni « ,dc «a ,ai ec, « ,2; > le quali. 

4P. JV 4P # 4P .4P .^ 

entrano; nell' espressione deir integrale v dipendono dall' integrazio- 
ni delle equazioni ( i ) » (a) , (3) ec. , {n)r (P). 
*§. 5 1 .. Riprendendo le equazioni da integrarsi 



( 1 ) . . . a» H* 5tf H^ c« H- H- P» = o 

^-^ 4P 4P-4-I4P-I-2 *^4f-«-|i 

(a) ....... 6V H^cV H- -4- pW = a 



;rH-I ■'^ 4PH-ff— L 






; ■ 

per avere 1 integi'ale completo della proposta ; è facile- dimostrare 
che trovati^ un numeio n d' integrali particolari deli' !Ba«a4oDe (i) 
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sosdtoiti i valori djei di lei coefficienti , si aggiunge f equazio^ 
ne ( I ) moltiplicata per 2« > avremo la segnente equazione 









la quale si riduce a 



Ga 2«' ^hcù (a H-S^' )H-Ctf Tifi' -{*«' H-2a' ) 

* * .;r-M ^ ,if x^ x^2^ x^i x x' 



•*^ 4^-4-11^ jr-4-tp— I jr-4.»— 3 



• « • . 



45' H-2a' )=^o, e quindi a questa 



X X 



-pa Sa =s.o. 

^'^^ x^n ' x-^m 

Ora questa equazione ( 2 )' avendo i medcjsimi cotefficienti che 
r equazione ( i ) > è evidente che f^ Z« deve essere un' integrale 

particolace dell^ stessa «quazione (/i ) 9 il quale se indichiamo 
per 411^, avremo a^2a'^=ai^, e perciò /^ = A («i^:fi^)i ciò 

che porta a concludere che un' integrale particolai:e dell' equazio- 
ne (a ) è .eguale alla differenza finita del quoziente ^di due inte^ 
grali particolari^! e a della equazione (i); così se rapprese^- 

liiamo par 41 )«i ,«2 , 9i{n — i) ^ n integrali particolar 

X X ' X fi '' 

|i dell'equazione (i)» e per a' «Vi ««s > d{ji — a) > 

XXX X 

gli A — I int^prali particolari dell'edizione (9)« avrjBtno im- 
ffiedi^cameQt;^ 
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X ^ X X^ X ^ X x^ X ^ '•'x X 

I 

ou{n — 2) =A(«(^ — l) :« )» 

JP XX 

e siccome T equazione ( 3 ) è rapporto air equazione ( a ) ^ ciò che 
è questa rapporto aUa equazione (i), così trovati gli integrali 
particolari dell' equazione ( 2 ) ^ s' avranno uel momento quelli del- 
la equazione ( 3 ) ^ i qijali saranno le differenze prime dpi quozien- 
ti degli integrali dell* equazione .( 2 ) : si vede Jidunque che per in- 
tegrare la proposta , tutt:o si riduce a trovare un numero n d' inte- 
grali particolari che vi soddisfacciano nel caso di X = o . 

§. 52. Serviranno anzi un numero n — j d'integrali particc^ 
lari della proposta , ed anche un numero n—^Q, dei medesimi 
quando X = o : poiché nel primo caso V imica diversità òhe avre^ 
mo sarà la mancanza d*un' integrale particolare a ciascuna delle e- 
quazioni { 1 ) , ( 2 ) ec. e perciò non s? avrà V integrale dell' ulti- 
ma equazione {n) dato p^r mezzo di quagli dell' equazione { i ); 
ma siccome quest* ilitima equazione {n) è del primo ordine , così 
potrà sempre ( 46 ) integrarsi , ed in conseguenza ^, si potrà avere 
1/ r integrale completo della proposta, quando si conoscerà un nu*- 
9, mero n — i d* integrali particolari di éss^i per il caso di X = o >, . 

Questo Teorema è dovuto ai Geometri Gondorcet e La -Place» 
come può vedersi nel sesto Volume delle Memorie dei Sapienti 
Stranieri dell' Accademia delle Scienze di Parigi . Nel secondo ca- 
so poi non conoscendosi due integrali particolari dell' equazio- 
ne ( 1 ) j non si conosceranno egualmente due integrali particolari 
di ciascuna delle altre equazioni e perciò non potranno aversi i 
due integrali particolari dell'equazione {n — 1) penultima, che è 
del secondo ordine ; ma siccome ( §. 48. ) questa può\sempre inte- 
grarsi completamente, così avendo soddisfatto anche in questo ca- 
so a tutte quelle equazioni ( i ) , ( 2 ) ec. ( /z ) , V equazione propo- 
sta sarà anche integrata . Dedurremo di qui un altro Teorema 

), Un'equazione lineare a differenze finite dell'ordine n^"\^ zcoef- 
yj ficìenti variabili col secondo membro funzione qualunque di x 9 
M è sempre iijtegrabile completamente ^ quando si conoscono un 
9, numero n — ad' integrali particolari dj essa per il caso » in cui 
» il secondo membro sia nullo. 

$• 53- Se i copfficienti ayb^Cj p dell' equazione linea- 

Tom. / O 
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re deir ordine n^!""^ proposta al §. 50. invece di essere vai-iabili 
fossero costanti 5 allora potrebbe eATettivamente aversi V integrale 
completo di quella equazione , almeno ammessa la risoluzione ge- 
nerale delle equazioni algebriche . Noi potremmo dedurre dalla 
formula generale deir integrale completo trov'ato ai §§. 50 , 51, 
quelJa che si conviene a questo caso; pure noi crediamo meglio 
d' applicare direttamente all' integrazione generale delle equazioni 
lineari a coefficienti costanti , uri metodo analogo a quello di cui 
abbiam fatto uso qui sopra per i coefficienti variabili . 
Sia dunque da integrarsi l'equazione 

(A) .-..qy -h5y ,H-Cv ^ h- . . . • • H-P7 =X 

nella quale a , 5 , e ec. p , sono quantità costanti i ed % funzione 
qualunque di a?. 

Supponghiamo y ^=0^ ^z essendo a una costante da de- 

X X 

terminarsi ^ e z una funzione di x egualmentef da determinarsi . 

Sostitnendo nella proposta i valori ài y ^y ce. y , da- 

ti da questa supposizione > e seguendo lo stesso metodo del §. 50, 
avremo fra a, ^ z questa equazione 



Xa« 



h» 



{h 



c« 



• • • 



o» 



• ••••• 



{CA 



X^^ 



H-p« )2,z^ 

x^m 
H- p« ) Z^ 



I 



X. 



H-p« 



f$ 



.z 



n^i 



Supponghiamo che il coefficiente del primo termine di que- 
sta equazione sia zero , ed avremo dopo di aver diviso per «* , per 
determinare a 1 equazione del grado n * 

( I ) . . . . a-i- 5:» H- e** H- H-p»" = o , e per determinare z » 
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r equazione di questa for^a 

(B)...«'(6'« -hc'z "hd't^i H-...f .-hp'?; _ .)=X, 

\ J ^ X it-f l X-*-2 '■'■4f'+0— I' 

che è una' equazione lineate a differenze finite dell' ordine n — i 
a coefficienti costanti > poiché a può darsi per divisole a} secondo 
membro X , ed allora V equazione ( B ) diviene 

(B)....i6'z H-c'z H-d'z _ -4- -hp':9 .=^è- 

^'' « *-H «•+3 * x-f-»-yl ** 

E' facile vedere che i coefficienti di questa equazione sono 

5' = 5a H- c«' •^ dot» -i- -*-p«' 

c' = c»*H-d»^ H- . . .' r • -i-p«' 

• * - • . . ■ 

• •••••••••• •••••••••••••••••• 

La costante ^ è oi|i riguardata come cognita « poiché essa ^ì^^ 
pende dalla risoluzione dell' equazione algebraica ( l ) ; è perciò 
una delle sue radici . 

li integrazione adunque dell' equazione dell' ordine n è sta- 
ta ridotta air integrazione di una equazione di un ordine inferiore 
di una unità.. 

§. 54. Per determinare z > cioè per integrare l'equazione (B) 

seguendo il medesimo andamento che si è seguito al § 50., suppon-f 
chiamo z =a ^z essendo f^ una costante e z una funzione di 
X ambedue da determinarsi . Facendo sopra z e z le medesime 

' * X X ' 

riflessioni che abbiamo fatte sopra y e z ^ avremo 

• X 
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,• 



XIX 









• • 



e sostìraendo queste espressioni nell' equazione ( B ) ^ essa di- 
verrà 

{Dee H- Ca H- «« ^-'•.•••••+"pfli )2:£' 

fciR -+ a» H- -+Pfl^ )z 

_ x^ 

a* 



(a'flft -h ^p'a )z' 



• •••*•••»•• 



-•'••• •«•••• 



*H-»— 2 






Se adesso si sappone che il coefficiente del primo termine sìa 

X 

zero , « si divide per a f avremo per determinare « la seguente 
.equazione algebraica del grado n — i 



« — i 



(a) — B^d» H- rf'^* H- •'-••• -f-j>'« =0) ^ per determina- 
re 2^" , r erjuazione della forma 

y\ji) — cz ^dz ^J-r — H- P 2i 

X X «4* I 



*-4-«-2 ^^./ 



L* equazione (C) è una equazione lineare a differenze finite 
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dell* (HHliae ti -^ a ,- a coefficienti costanti , i quali sono 

*~~ X 

Il -^ I 

d'' = dV H- H- P'»" "^ ' 

I -^ I 

^ 

Tali coefficienti sono quantità conosciute > poiché sono com- 
]^sti dei coefficienti della proposta » della' radice a , e della « che 

ci' è data dair equazione ( 2 ) • 

Così la proposta sarà ridotta all' integrazione di lina equazio- 
ne di nn ordine inferiore di due unità. Continuando il medesimo 

metodo vedremo che facendo z' =^a,^z avremo per determi- 
na x . * 

nare <x, V equazione algebraica 

( 3-) • • • • e" H- d'V -f- eV •+ H- p"« = o del grado n — 

a , e per determinare z T equazione dell' ordine n — 3 della 
forma 

(D) a z ^e z . h^... ^p z =,., 

X 

jr jr jr 

ed infine scemando sempre il gi-ado dell' equazione algebraica da 
risolversi , e Y ordine dell' equazione da integrarsi giungeremo a 
queste due equazioni 

(n) ' ' ' > q H*p fl5 _ =0 

(ir) — p . js = — ' 4 

a .et .a . . . .OL ,a .0. 



4 • 
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Dair equazione (/z), si ricava il valore liella postante «6 _ > 

e (lair equazione (P) si ricava il valore della fanzionp z co- 

sì espresso 



z 



X — ' ' m X XX XXX 

n— II» — 2ii — 3 2 1 



Rammentiamo qui che le costanti a «« , ^ %» ^a 

sono le radici dell' equazioni (/2),(7z — i), (3)>(2)^(i)- 

§. SS- Considerando adesso che y =a*2z .2; =^*2:s' » 

z =a'2z" , a(--'^> = «' .2z^'-'^ avremo facendole 

successive sostitozioni così espresso l'integrale dell' eqnazì(»ie (A) 
proposta al §. 53 

V =«'2<2«: 2«' .2 



X J a /i — j (ff) ^* X X X X 

»— I » — 2 2,1 

E siccome il valore di p • ' non è composto che del coefficien- 
te p della proposta e delle quantità costanti a^» ^a ec.> sarà per- 

' I ' ■ 12 

ciò costante e potremo portarlo fuori dei segni sommatorj : avre- 
luo in conseguenza 

■ 

y =^,2«'2«* 2«' 2 

» — I 11 — 2 2 I 

I segni sommatorj sono di numero n^ ed introducono neir in- 
tegrale n costanti arbitrarie , perciò tale espressione di y sarà V in- 
tegrale completo deir equazione proposta , 

§. 56. Se per giungere al valore completo di y dovessero 9 

come sembra a prima vista, risolversi tutte le equazioni ( i )> (2) > 
(3) , {n) di numero n che danno i valori di « , « , a ec.> que- 
sto metodo sarebbe un poc.o x^omplicato : ma siccome conosciute 
tutte le radici dell' equazioije (i) cioè dell' equazione 



- » w 

* ■ * 
4 • 
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sì trovano subito i valori di à yà jà ^ « i così non sarà 

123 I» — I 

necessaria la risoluzione di tutte le altre^ equazioni (à) > (3) , . . . . (n) . 
Infatti r equazione che* determina a è 

(i) . . • . d-H Ì5^H* C«*H- - -^-jpit* = o, 

e quella; che determina « f dopo avervi sostituito* il valore dei coef- 
ficienti b' yC ec. p' trovati al § 53 » è 

(a) . . . (5aH-c**H-<^«'H- . . . • • H*p»*)H-(C4t*H'^^-h 

n — I 



se SI moltiplica per « i 1 equazione ( 2 ) , avremo 
( Ì« H- c«* H- ^«' H- . . • • • • M-p«')« -F(c«* h»<?»* 

H-p«" )**H- • -i-p«'-«' = o 

equazione cné si ridace a quésta 



• • • ^ • • • 






• • « 



• — I 



H-p«' ) «* H- • . • . • • • H- p»" « =0'. 

Ora se' questa equazione si sottrae dair equazione (2)9 rimarrà 
r equazione 

5«H- C«* -4* C?a' H- H-p«t' — (5« • ^ ^'CcL . a' H- d«^ • «' 



Se adesso^ questa equazione si sottrae dair equazione^ 1 ) > ^" 
vremo finalmente Y equazióne 

( 2 y • . . . a H* ^0( • A H* C«* . «* H- da^ . cZ«' H- — f-p»* • ** =0. 

Così la risoluzione dell' equazione (2) che ci doveva dare il 
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va'ore di x ,è stata riJatta alla risoluzione deir .equazione (2)', 
dalla quale deye determinarsi il valore di a medesimo • 

L' equazione (2 )' essendo la medesima ( prendendo per in- 
cognita et,. a ), che l'equazione (.i)> per avere ambedue i medesi- 
mi coefficienti, è chiaro che cl.ì sarà ancora una radice dell' e- 
quazione (i); e se questa radice si indica per «', avremo «.« —-^ 

» > e perciò » z=—. Dal che si .deduce che una radice dell' equa- 
zione (a) è il quoziente di due radici ddl' equazione ( i ) ; così 

se le radici di quest'ultima sono « , a'> « % .... .cc^ ',; quelle dell' 

(if-i) 
equazione (2) saranno —^^^—^ ^!^ . Abbiamo in questa 

guisa trovato il valore di a senza la risoluzione cieli' equazione (a) , 

ricavandolo dalla risoluzipne della medesima equazione , da cui ef a 
ricavato ^. 

$• 57- L^ equazione (3) del §. 54 che determina a è rap- 
porto a quella ( 2 ) che determina a y ciò che questa qui era rap- 
porto air equazione (i) che determinava a; onde col medesimo ra- 
gionamentp fatto sopra, si dimostrerà che se pe^ a i^t'^^a'^j^'" ec. 

rappresentiamo* le radici dell' equazione ( 2 ) , quelle dell' equazio- " 
ne (3) che indichiamo per a j»' ,«' ec, saranno eguali réspetti- 



H./ (f,tt 01/// 



vamente a ~ , — , — - ec. ; avremo laduqque 



et ' et 'a 
I I I 






E^ facile vedere che il medesimo andamento ci porterà ad ave- 



^/// 

01 



re « = -77,essendQ «'" un'altra radice dell' equazione (1); di mo- 
do che in generale se le radici dell' equazione (i) 
a -}. 6^ -f. ca* -h <i^' Ht . . . . . . H-pV = o sono rappresentate 
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// #// - t ^ "" "* ) 



<# 



per«,« ,^ , « , a avremo «i =^,« = — , « 

(•-I) 



* '^•—1 (« — a) 

or 





§. 58. Al §. 53. abbiamo trovato p' = j>«S al §. 54. ^Hajn 



v/ / »— .1 '' 



panmente trovato p" j=p>^ , e ponendo mente all' andameatot 
che b^ condotto a queste .espressioni , vedremo che p'" =p;a*~% 
jp =p « ea, ed infine 

(0) (»~s|) .V . 

P ==JP «^_j. Da ciò si ricava per mezzo delle successi-, 

ve sostituzioni 

p — px .^^ .^^ ^ ^i^^i^ ovvero sostituendo por 

^f > ^a > ^« ^^- i l^ro valori « avremo 

(»)__» «•«-» ^„*-3 «<"»-« «(•-») 



^*^ - («— «) 

• • • . A .JO 



'/ //* 



P =<£.«.(» . « 



Ma il prodotto di tutte le radici «.,«',«" ec. «^*"''* di una «• 
quazione (i) è eguale, secondo ciò che è dimostrato nell'algebra^ 



y , cne e 1 ultimo terqune 



sendo il primo «*; dunque sostituendo in p^ * ^ invece di questo 

prodotto, il suo valore, avremo -p'^ ^=^a. 

Se adesso si pongono nella formula del J. 55. i valori di 

^j ' *a ' *3 ®^- ® <li P ^ avremo 



a- — tt'^ — «. 






70772 7 
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Il segao -t- vale per n pari, il — per « impari. 

Questa espressione di y sarà V integrale completo della pro- 
posta , poiché oltre il soddisfare ad essa , contiene le n costanti che 
vi introducono gli n segni sommatorj . 

§. 59. Se alfcune delle radici dell' equazione or -{- 6« M, c«* h-- • • 
^ pa* =0 sono eguali, se per esempio «=«'=«"=«'", avremo 
l'integi-ale dell* equazione ,( A ) così espresso 

( »'— I )* 

a* ^T» a*" ^ «t"^ ^? a*^ ^^^ d""** V * S' X 



vero 



*' ^'c^^ «'"" 2 ^^""^^ 2 



-.^'^ = *= T ^^"^"^ "S^ "^..(«-a)' .U-iJ' 



a. * 



Quest* integrale sarà sempre' completo r poiché contiene sem- 
pre n segni sommator), i quali introducono n costanti arbitrarie. 
Sia r equazione proposta per integrarsi 



« . « — I w . » — r . « — 9 



rt^ .= X e r equazione da risolversi sarà 



«H-» 



;2«^!!:l=I««_-lil^l^ii^«f ^«' 



la quale non è altro che.(«— i r=;0. Le radici dijquestjiltima 
equazione essendo tutte eguali all' unita , cioè Jf — « ~ * ™ 
«" ==ec. = I , r integrale sarà cosi espresso y^ = Z.2.2^2^ ^^ 

♦e sarà completo, poiché i segni sommatoti che devono essere di 
numero /z, portano n costanti arbitrarie. Biflettendo al equazio- 
ne differenziale proposta , e rammentandoci ciò che abbiam det- 
to al §. 5., si vede die il primo membro è A>^, onde 1' equazio- 
ne da integrarsi diventa A^ = X, la quale integrata col metodo 
delle successive integrazioni ci dà 

A*'-^ ==2X,A''~V =22X,A''"'j', = 222Xec., 

si perviene così al medesimo risultato ottenuto per il nostro metodo- 
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§, 60. M'à per vedere più chiaramente come il nostro inte- 
grale contenda sempre un numero /z di costanti arbitrarie > suppon- 
ghiamo che siano quattro le radici eguali e che eseguita T integra- 
zione della porzione ideila formula 






questa divenga Z -f- A , essendo A la xM)stante aohe porta 1* ultima 



integrazioqe : jayremo in questo ^caso 
jr =:±!i!222(Z H-A).Ora 

2Z H-2A = Z' -4-Aa:-hA'., C essendo Z' la somma SZ e A" 

la nuova costante .arbitraria che porta l' integrazione } ; egual- 
mente 

•22 (Z H-A)=:2(Z' ^Aa;^AO=Z'' ^t^^¥z:}l,^Kx^h:\ 

e mutando la forma delle costanti ^ cioè a dire rappresentando pq,* 
À, A' i coefficienti costanti di x^ e di ^Xy sarà detta quantità = 
Z'' -h Ajc^ -h A'^ -4* A'' , essendo 21' = 2Z' •. 

.Continuando si vede che avremo 



222 ( Z H- A y = Z"' .H- Aa?' H- A V --+. A!'x -i- A''' , esscndp 
Z"' =2Z" e A , A' , A" , A''' costanti arbitrarie. 



In questo caso adunque V integrale vCompleto sarà 



y ^ = =fc — ( Z'" H- Aa?' H* A V H- A"a; -f A''' ) ^ e .considerando 



— contenuto entro Je costanti .arbitrarie, avremo infine 



^ = =t L. Z'" H- Aa?' .»' -j. A V ..«' -j. M'x . «' H- A'" . «* 

e questa espressione sarà l'integrale .completo , poiché in Z , da 

cui viene per le successive integrazioni Z'" , sono contenute 
n — 4 costanti tirtìtrarie , ed in conseguenza il valore di y ne con- 
terrà un numero n . 
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§. 6i. Sia X =: o, e r equazione alleni da' imcgrarsi diverrà 

Ora facendo X = o nella formula trovata al §. 58^, ed av- 
vertendo che in questo caso 2 (JLi) i — 2o = A, costante arbi* 

trarla >. avremo per T integrale > 

per una considerazione simili? a' quella che abbiam fetta al §.48^ 
iriguardo^ all' equazioni- del. secondo ordine, le diverse funzioni e- 

sr^onenziali «',«'%«"* ec. , «^ ""' ^' » soddisfacendo ciascuna dì es- 
se in particolare , sostituita' per y^y alla superiore equazione Imeu- 

re, ancora la^ somma di tutte moltiplicata ognuna per una costante 
arbitraria , vi soddisfarà ; si potrà adunque prendere per y.^ questa 

espressione 

li quale rappresenterà . anche T intégrale compléw della proposta, 

poiché contiene un numero n di costatiti C,<^ ,C ec. arbitiane. 

Al §. 66. vedremo più precisamente come può ottenersi que- 

Le due formule (a) , {b) per quanto sembrina diverse, sono 
però in sostanza la stessa cosa , essendo facile di dedurre i una 

diU'alti-a. . . . j. 1, «r:™. 

Infatti facendo le successive integraziom mdicate nella prima 

formula , avremo ( §• 1 6. ) 

essendo A' costante arbitraria. Se mutiamo adesso la forma della 
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costante A» se cioè consideriamo come contenato in essa il coef- 
ficiente costante 

I 

I 

così moltiplicando quest* ultima equazione per _ .^ che ^ li 

quantità immediatamente avanti all' ultimo segno sommatorìo \ ed 
integrando 9 avremo 



•' ■ • • 



At- hA'.^5^ hA". 

Le quantità costanti che portano T integrazioni , sono conside- 
rate contenute entro le costanti arbitrarie A , A' , A'' • 
Continuando il medesimo andamento i si avrà 

A -; r- -i- A'" , ed infine 

A-*^'7^' H^. ...... . ^ A^''^^^^H-A^'"'^ 

ondò il valore di ^ sarà 



^A( — 2)^,,-^<»-i)^). ora essendo ^^,r±^,^^, 

' a a ^ 

ec. =fc quantità costanti arbitraiìe , indichiamole più 
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wsemplicemcnte per Li • i Li , Li ec. L' , C ed avremo 



y 



X 






che è la 



formula (S). 

§. 62, La formula (a) per altro ( §. 61. ) ha il vantaggio 
di' dar tempre glV integrali, completi, qualunque sieno le radici /», 
flt' ec. deir equazione ila risolversi , mentre la formula ( 6 ) non dà 
grii;tegrali, completi quando .alcune delle .radici ,«,.«%«" ec. sono 
fra di ;loro rcguali . 

Per vedere chiaramente tutto questo, supponghiamo ^che tre 
di quelle radici siano eguali, sia cioè «==«=«''• Il ragionamen- 
to che faremo sarebbe lo stesso ancora per un maggior numero di 
radici eguali ; avremo in questo caso 



vero 

L*-hLi H'Li Jflfc H*Li «6 -H*—- H-L* ,a 

ora la somma delle tre costanti C,C,G'' arbitraria, potendo es- 
sere rappresentata per una quantità arbitraria A, avremo 

y =A«'H-C'V"'-1. ..^d"~'V"^', integrale che è 

X 

incompleto, poiché gli mancano due costanti arbitrarie^ essendove- 
ne solamente un numero n — ,a. 

Ecco in questo caso come T-altra formula ^soddisfa alk^ ricer- 
ca : quando le tre radici ,«,«', ci' sono eguali , si ha 

(« — lì* 

.a* ' ... 

-Abbiamo veduto .al §. antecedente -che 

V * " V * VfL _A A ?L __i-A'?_ __i- 

—^ — h A , e perciò ( §. 00. ) avremo 



s. 




( * 

I 
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(«-ly (tf— I)' (»-2)* 



M ' •" *•■• "Zx- ^T^ • «v» • • • 



a* 

r espressione adunque di j' , considerando^ ±= — contenuto nelle co- 
stanti che' noi rappresenteremo' come sopra per G , C ec > sarà 
la seguente 

Sì vede adunque che invece dei tre termini C«* h- CV*-i- 
-C » , i quali si riducono^ ad una solo quando quelle radici sono 
eguali , r integrale" completo deve* contenere questi tre C« h* 

Generalmente se le radici eguali fossero^ m di numero» V in- 
tegrale* confterrebbe i termini 

a ^LiX» -4-^ ^ « H- •••••• • H-'VJ a? « mvece dei 

termini 



tfH*^^ H*-- H-L« « >i quali si ridu- 



cono ad un solo, quando le radici et y tu' fa' ec. «^ ' sono eguali. 

Se nello stesso tempo che si hanno m radici eguali ad » ^ ve 
ne fosse un numero /> eguali ad un altra radice e così di seguito , 
allora* invece dei termini che avrebbe introdotti ciascun numero 
di radici eguali, se quelle non fossero^ state itali , bisogna sostituir- 
vi altrettanti termini, composti di costanti di verse , moltiplicate cia- 
scuna per una di quelle radici eguali, «e quindi per una di queste 

potenze x" ^x' j x^ ec. , a? : si dica lo stesso per gli altri nume- 
ri di radici eguali. 

§. 63 Facciamo qualche applicazicne di queste Teorie alla 
ricerca del termine generale e della somma delle serici 

Si voglia il termine generale della serie 



^ 



no MATEMATICA SUBLIME 

■Indici . . ■ . .o , I > a ., 3 , 4 , 5 , x 

r 

Termini . . . i , a , 4 > -9 » 3^ » '57 » • • • • J'^ 

nella quale un termine qualunque y è eguale al 5 innalzato 

alla potenza x sommato con i termini y ^y ^y moltiplicai 

il primo per 9 , il secondo per — a6 , il terzo per 24. Avremp in 
questo caso tal proprietà espressa da questa equazione 



— 24^, ^ ^^•>'x -n "~ 9^* -». 2 ^ «y* H- 3 ^ 5' equazione del terzo 

.ordine . 

Per r equazioni di un tale ordine V integrale è 

•^;r # ^ a» ^ A»* ^ tt'" 

Essendo a = — 24 > X = 5' , ed ^>ps', a^ le radici di^ qucr 
sta equazione 

0^ — 9»* ^ 26» — a4 = o ) e perciò « = a > « = 3f «' = 4 , a- 
vremo adtinque 

jy =^2^2^2^je facendo le successive integraziqni > a- 

* • • > 
yremo 

A" . a' , essendo A , A' , A'" le tre costanti jirbitrarie portate dall* 
integrazioni . 

Tale è dunque V integrale completo dell' equazioue , ^a firn 
dipende il cercato termine generale . 

Per determinare le costanti , facciamo neir espressione jàéì 
«rmine generale successivamente ai? == o , i , a , ed avremo 

i^=i=-Lh-Ah-A 



y ::^a = 4-H-4AH-3A'H-aA-' 



•■'- .u 16A .f.oA'^;, i-r' . 
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Per mezzo di queste equazioni si trova A = JL A' 3=3 

—, A' = -, e fatte le sostituzioni nell'espressione generalo di ^ , 
avremo i] termine generale della nostra serie così espresso 

y = 5*— 3»4*-*-3.3'-4 -5.a* 

Può verificarsi questo valore nei termini della serie che se* 
guono il terzo e che abbÌMio sopra notati . 
Per un secondo esempio abbiasi la serie 

^°^^^^ o, , ,3 , 5,4 ,5,., ^ 

Termini • • • • o , o , i , 5 , ,7 , 4p, ^^ 

neUa quale un termine qualunque come^^^^ è eguale alla sommg 

dei termini antecedenti , il primo moltiplicato per 5 , il secondo 
per -- » , Il terzo per 4 , e ricerchiamone la somma . 

' np..o7 ^'^'t"!® ^^^ converrà trovare prima il di lei termine ee- 
neiale: ora la legge che lega i termini di questa serie ci dà Te- 
q»azione 

•''*-»• 3 ^ ^-^Af H- a ~" ^^, H. , ^ 4J', » ovvero 

~'^*^ ^x^i~~' ^je^2^y^^^ = o, a differenze finite del 
terzo^ordine, per la quale, secondo ciò che si è détto al §. 61., 

"^x * '^^'^^ -^o» ® siccome nel nostro caso a = —. a . 

« = « = a , « = I , avremo perciò , 

•^«^^7^^^2o; saia pertanto (6a) 

Jf^==CH-G'a?.a''*^CV, rappresentando per C , C , C" le tre 
costanti arbitrarie. 

Facendo a;=o, i , 3 , ed osservando chc> =0, j' .=0,^ = 
1 , avremo per determinare le costanti queste tre equazioni 
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0=:CH-G" 

o = C^aC'H-2G" 
i=C-*-8C'-h4C", 



dalle quali si ricava C = i- , C ' = — i^ C = i ; sarà allora 



«—I jp 
y = iH-»-a — 2 . 

Per avere la ricercata somma basterà (22) aggiungere all' la- 
tegrale del termine generale , lo stesso termine generale . Cosi in- 
dicando questa somma per S i avremo 

S=y -4-2y =iH-a?.2 "^ — 3 H- 21^*22 "" .x — 22*, e 

X X 

perciò 

x^x.i — jia : 

la costante G si determina osservando che la somma S deve essere 
nulla quando a; = e : avremo in conseguenza 

o = G-^i== — 3i dalla quale G = a : dunque 



rt XX 

S = 3-rf-a'-+.ar.a — 3. a . 

• . ■ 

Se si fa a? = 5 , avremo 

S = 3H-5H-5-3' — 3-a' = 3^5-3!i~3-3a-H5> 

S=:Ó7H-5 = 7a> come si può verificare . 

§. 64. La formula generale ottenuta al §. 58. per esprimere 
r integrale completo in qualunque caso di uh* equazione a difFe- 

' renze finite deir ordine n ' , egualmente che quella (a) phc da 
essa ne deriva riportata al §. 6 1 . , è stata data da me la prima vol- 
ta nel mio Galcolo Integrale delle Equazioni Lineari pubblicato 
in Firenze nel 1798. 

Le formule che 31 conoscevano allora davano sempre gV inte- 
grali incompleti nel caso delle radici eguali , 

Abbiamo veduto al § 62. che la formula (6), risente appunto 



CALCOLO DELLE DIFFERENZE FINITE CAP. lU. II3 




esporremo in seguito 
princip) > dai quali si può ricavare il metodo per ricomplétare 
quelle fo^ni^l^ P^e per causa delle radici eguali , mancano di al- 
cune costanti arbitrarie . Non ci tratterremmo a sviluppare i prin- 
cip) di questo nuovo metodo ^ non avendone bisogno le nostre for- 
mule , sé non ne dovessimo fare uso per Y Equazioni Lineari a 
Differenze Finite e Parziali, delle quali parleremo nel Capitolo 
seguente . 

Se le radici eguali sono due; se cioè »==«', la formula (6) 
del §. 6i.y diviene ( § 62 ) 

X 

alla quale manca una costante : essa perciò è uo' integrale partico- 
lare della proposta . 

Per ricompletarlo , D' Alembert il primo , e tutti gli ajtri Geo^ 
metri dopo lui, suppongono che le quantità eguali a^a differisca- 
no fra loro di una quantità piccolissima ta , dì mojdo che sia a = 
flj H- «^ : secondo questa supposizione si h^ 



^ =C«H-«) =^x ^xoL .«H- —^ — ^ « . w H* ec. , 

così i due primi termini C/n-C'a", i quali si erano ridòtti ad un 
solo per r eguaglianza delle due radici « , «' , saranno in con- 
seguenza Ca'HhCl'(aH-«)'> ovvero 



2 ' 

Trascurando ora gli infinitamente piccoli al di là del primo 
ordine, avremo per quei due primi termini 



*— I 



Ca' H* G' ( a' H- a:a * tf ) , che si riducono a ( C h- C' )^* 
C'^a': supponendo adunque la somma delle due costanti arbitra- 
rie C H- C , rappresentata da una sola C , e la quantità costan- 
te— contenuta in C, cioè mutando laibrma delle costanti, avremo 



114 MATEMATICA SUBLIME 

CW H- e V . X : così questi due termini non potendosi ridurre ad 
uno solo ^ r integrale rimarrà completo , e valendo il medesimo ra- 
gionamento per qualunque altra coppia di radici eguali > ne segue 
che se si abbiano quante si vogliono coppie di radici eguali i co- 
inè «= a *^ ri due termini i quali contengono queste radici 
e che si ridurrebbero ad uno solo, dovranno essere lasciati ileir in- 
tegrale, moltiplicando uno di essi per x: ciò è conforme a quello 
che si è detto al §.62. . 

Siano tre le radici eguali, cioè ayf\a e supponghianjo , come 
sopra, che le quantità a , a" differiscano iniinitamente poco dalla 
quantità « , che si abbia cioè a' = « h- « > «" = « H- ?> essendo ta , 
{ quantità piccolissime'; avremo invece degli ultimi tre termini 
dell' integrale é 

Co^'h-CV'h-CV, i tre seguenti C«*^C(« h- «);h- C"(« 
^)% ovvero sviluppando le potenze dei binomj, questi altri tre 



2 



C«'h-C'(«'h-«» \«^li£iLLi/ '.«'^,ec.) -J-G''(«'H- 



. § ■•t» ■ ■ A . % •+■ ce. J 9 



(C-(.G-H-C").'H-(C{^-|l)M-C"(i-|:))x."-t. 



X» 

trascuriamo adesso gli infinitamente piccoli al di là del secondo or- 
dine, ed avremo 

a** 

^ a** 2»*'' 

cangiando ora la forma delle costanti e rappresentando per una co- 
stante arbitraria G il coefficiente di » , per G' quello di x» ,^per 
C" quello di x'a' » avremo questi tre termini C«' h- G'a?«' -h 
C 'x'et' , i quali non potendo ridursi in un solo , e contenendo essi 
tre costanti arbitrarie diverse, l'integrale si conserverà completo. 
Gou lo stesso metodo si trova" che se le radici eguali sono 
quattro, se 

«i=a*=r.«'^=a"', facendo «' = «^«, «" — « H- f » «'" = « -*• ^» 
e trascurando gì' infinitamente piccoli al di là del terzo ordine nel- 
lo sviluppo dèi binomj 

(a^«)', (a-i-^)', (aH-fl)% si ha invece dei quattro termini 
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C«* H- C V* H- CT V* Hh C'' V' i quali si rìdacono ad un solo, i 
seguenti 

^ C«'h- C'o;»* h- C"a?*«' H* G''x'» ^ e per questo V integrale rima- 
ne completo . 

Ja generale se le radici eguali sono di numero m > invece dei 
termini 

Ca'H-C'a''H- -4-0 '''"" » ^^^ che si riducono ad 



un solo y avremo i seguenti 



Il tutto è conforme a quanto abbiamo detto al §. 63. 

§. 65. Quantunque questo metodo per ridurre ad essere com- 
pleti gr integrali che per il caso delle radici eguali avevano cessa- 
to di esserlo, conduca ai medesimi resultati, i quali abbiamo al §. 
63. direttamente dedotti dal calcolo integrale, pure non mi sembra 
che possa soddisfare i Geometri per T inesattezza dei suoi principj 
e del suo sviluppo. 

Primieramente il supporre che le radici eguali differiscano fra 
loro di quantità piccolissime, non può essere ammesso in rigore di 
analisi , e possono qui mettersi in campo tutte quelle difficoltà che 
erano mosse contro il calcolo infinitesimale > quando non se ne de- 
ducevano i suoi fondamenti dalla Teoria dei limiti. 

In secondo luogo ponendo niente allo sviluppo del .metodo, 
si vede che quando le radici eguali sono due, abbiamo trascurati 
gì' infinitamente piccoli del secondo ordine , ed al di là di esso ; 
quando sono tre, cpiegli del terzo; quando le radici eguali sono 
quattro , quegli del quarto , e cosi di seguito : ora tutto questo an- 
damento è precario, poiché non vi è nessuna ragione dipendente 
dalla eguaglianza delle radici, per cui dobbiamo determinarci a 
traforare piuttosto gì' infinitamente piccoli di un ordine che di 
un altro . Infatti per qual ragione quando le radici eguali sono 
due di numero , non sì ammettono gì* infinitamente piccoli di se- 
condo ordine , i quali hanno il loro luogo per il caso di tre radi- 
ci eguali? 

Dopo queste riflessioni e molte altre che io tralascio, ne ho 
conclusa T inesattezza del metodo del Sig. D'.Alembert; ed ho 
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sentita la occessità di sostituirne un altro per ricompletare grinte- 
grali dipendente dalla natura della questione . 

§. 66. Riprendiamo i' equazione lineare del §. 53. , avendovi 
supposto X s=o , 

(A) . . . . ay^^by^^^^cy^^^.^ ^py^^^^o. 

Supponghiamp che y sia di questa forma y = Aa' , essendo 
A, a due costanti. Se si sostituiscono i valori di y ,y ec. neir 

% 

equazione ( A ) ^ la dividiamo per A 9 avremo per determinare la 
costante » questa equazione 



I» 1 



X X ^ I X H* 2 X 

( .1 ) . • . . a^t H* 6« r^^i^ H- Hi- J?* 



la quaie divisa per «* diviene uria cquazicme algebraica del gra- 
do /z:, 

a ^ b» H* Cd ^ , • ... :;- . . Hr p^ == O / 

Ora avendo questa equazione n radici ^ se queste s^ rappre- 
sentano per a,Vja"S •••••••« * « moltiplicando Je potenze 

a? di queste radici per delle costanti indeterminate diverse » a- 
vremo un numero n di valori per y , ciascun dei quali soddisfarà 

alla proposta ( A ) , e contenendo una costante arbitraria ; ne sarà 
perciò Uri intégrale particolare. Questi valori dell' ^ ^ o questi in- 

tegrali particolari della propostai saranno 



y 

^ X 



le quantità A, A'., A^V, A * essendo costanti aiiitrarie. 

Siccome r equazione ( A ) è lineare , è chiaro che ancora la 
somma di tutti questi integrali particolari soddisfarà ad essa (48) e 
che perciò potrà prendersi per y V espressione 

et ^Aa ^A. » ^ ...... ^ A a 9 

la quale sarà l' integrale completo , perchè contiene un numero n 
di cosrariti arbitrarie; questa è la formula cjie abbiamo ancora tro- 
vata al §. 62. 
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L'integrale completo adunque dell'equazione (A) è l'aggre- 
gato di un numero n di suoi integrali particolari . 

Così r equazione a4^H- HJ^^^, — ^a^^^^ -* 2y^^3 -^ 

y =0 avendo qruesti quattro integrali particolarì 

perchè 4, — 3> a , — i sono le quattro radici dell* equazione al- 

gebiaica 24 H»* 1 4« — i y^ — ftaV-i- «* ==^ o > l' integrale comple- 
to, sarà 

y =A.4'h-A'(— s)'h- A". 2* -hA"'(—i)', ovvero 



y t=:A.4''=fc A^3'-|'A^a'± 

il pm vale per x pari, il menò per x impari. 

Suppongfiiamo che due radici ol , » siano eguali ; allora due 
degl' integrali particolari si riducono ad un solo, e l'espressione 
snperiore dell' ^ diviene 



y 



M 






ovvero i facendo A -t- A' = ad una sola costante A' , 



j^ = A^ H-A A* H* -4- A a ; 

e questa espressione non sarà la somma che di ;2 — r integrali 
particolari ; le mancherà in conseguenza una costante arbitraria , 
e r integrale che essa rappresenta sarà incompleto. 

Ciò premesso osserviamo che 1' equazione ( i ) dalla risolu- 
zione della quale dipende l'integrazione dell'equazione (A), può 
anche ricevere questa forma 



/ X 






essendo a == -1 , 6' = — , . . . . . . . p' = Ji ; e da questa equazione 

( I y dipenderà l'integrazióne dell'equazione (A). 

Se adesso moltiplichiamo ciascun termine dell' equazione ( i )' 
per r esponente dell' incognita m > otterremo V equazione 
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i) . . . . (a;-^«)» -^(vT-^/^ — i)ao6 H-Ca?-!-'^ 

6? a -ri- H- ^p a = a . 



E' noto per la teoria della natura delle equazioni ohe le radi- 
ci deir equazione (i)' sono i limiti delle radici dell'equazione (i)': 
se dunque V equazione ( i y ha due radici eguali > « = ra , a -=771^ 
Y equazione (l)" deve avere una radice contenuta fra le radici m 
ed m , cioè una radice = ra ; e generalmente se Y equazione ( i )' 
ha un numero / di radici == ot, T equazione (1)'' avrà un nume- 
ro l — I jdi radici parimente =772: una adunque di queste ra- 
dici eguali soddisfarà nel medesimo tempo alle due equazioni 

Se dunque per y si prende un tal valore che sostituito nella 

proposta (A) la trasformi neir equazione (1)'% la quale quando 
le radici sono eguali è soddisfatta nel tempo stesso che Y equazio- 
ne (1)% questo valore sarà un altro integrale particolare, il qua- 
le aggiunto all'espressione incompleta, la renderà di nuovo com- 
pleta . 

Ora 6Ì riconosce facilmente phe questo valore ài y h y = 

A ( a; -H /z ) «'* ^ essendo » una delle due radici eguali ; poiché so- 
stituendo invece di y questo valore , Y equazione ( A ) diviene 

l'equazione (i)"» la quale è soddisfatta nel medesimo tempo che 
r equazione (i)': dunque y =A(a?H-«)«" sarà un* altro iute- 

graie particolare dell'equazione (A), che aggiunto all' espressione 
incompleta , la ridurrà alla seguente 

la quale, mutando le costanti, prende la forma 

Xd H-A^ -4* A 4 H- H-A » ; 



e questa contenendo n costanti arbitrarie , è perciò Y integrale 
completo - « 

Avremmo potuto trovare anche a priori il nuovo valore di y^ : 

infatti supponendo che questo sia jf = A . c^'p ( a? ) , indicando per 
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ép{x) ung funzione dj ap da determinarsi, p sostituendo i valori di 
y ,y ep. nell^ proposta, si giunga dopo aver tatto diriso 

per Ap , si giunge jdico ali* equazione 

X '-1' fi 9 t f$ o^ I 

Ora essendo « una delle radici eguali , 1* fsquazione qui tro 
yata sarà soddisfetta p nel paso di ^ ( pc ) == i ^ e in quello di ip (of H- 
;z) = a?-H/z; poiché nel primo caso essa diviene 1* equazione (i)' 
e nel secondo J' equazione (a/'j dmique y ha due valori Aa'> 

A:{x^n)aj e questo secondo è il nuovo integrale particolare 
dato dalle radici eguali - 

Egualmente si proyerà che se abbiamo un altro pajp qualun* 
qne di radici eguali »' :=.a" ^ basterà invece dei due termini 

A"y ' H- A^' V" , i quali si riducono ad un solo ^ metter^ i se- 

guenti A'^W'h- A^V''"" che sono distinti fra loro . 

§. 67. Se neir equazione. ( i )" si moltiplica ciascun termine 
per il respetti vo esponpnte di » , avremo 1' equazione 

\) .... \^x^n) ce '•^{X'^n — I j a» «^ ,,,♦.. 

e le radici dell* equazione (i)" saranno ì lìmiti delle radia dell' e- 
qnazione (i)'"; di modo che se T equazione (i)' avrà / radici e- 
guali ad ttz, T equazione (i)" avrà Z — i radici eguali ad to^ e l'e- 
quazione (i^ ne avrà un numero l — a parimente eguali ad m: 
così una di queste radici eguali soddisfarà nel medesimo tempo 
alle tre equazioni (i )' , ( r)" , ( i)"' . 

Siano per tanto tre radici eguali « = «'=«'; i tre integrali 
particolari Aa',AV',AV'* si riducono ad un solo > e mancano 
perciò air espressione di y due costanti arbitrarie . 

Se adunque prenderemo in questo caso due tali valori di y % 

pbe sostituiti successi vamente nella proposta, la trasformino nelle 
due equazioni ( i )'' , ( i )'", questi due valori dell' j' saranno due 

Tom. I. . R 
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nuovi integrali particolari , i quali aggiunti all' espressione ibcotti- 
pleta di jy , la ricooipleteranno . 

E' facile vedere che tali valori particolari' di\y s6no 



^ ^ ^ ' ^x 



essendo «' una delle tre radici eguali; infatti sostituendo nèlla^pro- 
posta A{x^n)a!'' per j^ , essa diviene l'equazione ( i ^ , o sosti- 
tuendovi A'{x^ny a"' per y , si trasforma nell' equazione ( i )'" . 

Aggiungendo ora all' espressione incompleta di ^ i due inte- 
grali particolari trovati , avremo 



// //* 



e cangiando la forma àfiUc costanti, satà' 

y ^==^Ax<K H-Ao?» H-A« -f-.. •...-{- A .a 

espressione che conterrà un numero n di costanti arbitrarie , e 
rappresenterà perciò- Y integrale completo deHa proposta . 

Così quando avremo tre radici eguali qualunque, per esem- 

pio <t %» ,rsS mvece dei termmi 

A' V'" H- A'''V''"h- AV che si riducono ad un solo, dovremo 

mettere i tre termini 

è 

A"V.«^'-1-A""jp«<'-hA'.»" che sono sempre distinti . 

Col medesimo ragionamento si dimostrerebbe che se abbiJ^- 
mo nn numero l di radici eguali 

«,«',«",«"% a invece degl' Z termini 

A«'h-AV'^ ...... .H-A^'"'^«''^'^'clièsi iiducòno ad- 

un solo? converrà mettere gì' Z termini seguenti 



\ 
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A. a? .« ' ^ A'.x .a 






t 

ed allora V integrale si conserverà compie» : si vede come do- 
vrebbe iai;gi $e oltre il numero Z di radici egiwli fra loro y vi fos- 
se anche un altro numero p di radiói eguali &a loro ^ ma diverse 
dulie prime ec: si trovano i medesimi resultati che al §. 62. 

Risulta adunque 9 come dalla natura stessa delle equazioni 3Ì 
attinga- il metodo per ricompletare quegi* integrali' che dalla riso- 
luzione di tali equazioni dipendendo > erano ridotti incompleti per 
]a presei)za delle radici eguali; di modo che se quelle equazioni a 
radici eguali portano seco un difetto, contengono ancora' in se stes- 
se i principi per corréggerlp ; in questa guisa .pjer ricompletaise 
gr integrali ci serviamo di un metodo attaccato alla natura del- 
la ricerca . 

§. 68. Riprendiamo V espressione dell' integrale completo 
'^ data al §58.. • - . . 



•'■' , =^ì-2ì;24^ •■2*4;=^2 



1* OL 



il "h valendo per n pari , e il — : per 72 ìmpari. E* facile da questa 
dedurre la formula stata data dai Geometri per J* integrazione delle '' 
equazioni lineari a coefficienti costanti, la quale e (a) 



,{.-.)'(^(— i)^^ 



•i 









ì 



' I 



In questa formula A , A' ec. sono le costanti aìtitrarie ; »yaec, 
rappresentano come per noi, le radici dell' equazione (i) del §. 53 
e m^vi ^m ec. sono quantità costanti , i valori delle quali sono 



(a) Fra gli altri si veda il Calcolo Integrale del ProfesBore Paoli. 



■t ' 
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772 = aò H* aa* C H- 3«' <Ì H* • • • ' . • H* 72«"p 

vi z=z ub H- 2a"c -{• 3a'*c£ -f* ...... ^ 72a*p 



n metodo per il quale si deduce questa formula dalla nostrai 
^ lo applicheremo ad una equazione del seconda ordine per maggior 
semplicità j giacché osservandone V andamento ,• vedremo come po- 
trebbe generalizzarsi per qnaltmqiie ordine. 

Se dunque V equazione da integrarsi è ùy ^ by H-' 

cy i=i X , r equazione da risolversi sarà d^ba^cà' == o ; sia- 
no le radici di questa equazione »ia'i ed allora il nostro integixi* 
le diverrà 



* .*^ m'» 



X 



y = — 2^2-^;e quello dato dall* altra formulai 

*«(A-fE4) «" ( A' -4- £ -^ ) 

y -_. "■' ^. »" 

Secondo le regole dell* intcgtazione per parti (§. I7. ) pef 
le quantità a differenze finitie , se z^u rapprcseutantì due fouzioni 
variabili, si ha 

2 ( z . tt ) = z . 2i^ — 2) (Sm i A2 H- 2*A^ ) i dtinque facendo 



«==i^,a = 2-^, avremo dopo aver fatte le opportune ri- 
duzioni 

•^ 01* *-' a.'* a' — a. a» ^ a" ^ a' — a n' ' *' ^ 

_J!_:!^. 24-^24, onde 

V == — . * . «" 2 -^ -i- - • ^^' - 2- i ed aggiungendovi le 
costanti che^ portano T integrazioni , avremo 
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a' . • . * * • / 



-(ir-«) w^-.) 



Ora in un'equazione di secóndo grado^ V ultimo termine col 
suo segno' ( allorché il coefficiente del quadì^àto^ deir incognita è 
r unità ) è eguale al prodotto delle^ue radici, e il coefficiente del 
secondo* col segno mutato è la somma delle radici medesime; dnn- 






qtie ^ = act\ e perciò a = «©-e , e «h**' =' — -^ OBite a ( — / — 
i 5 == ad — tf« c= a,''c^{ — H* «) «c == «6 H-' 2«*C ^ coitìe pure 

tt ( ^ — 1 j = a'*c — «»'c = «"c H- ( 7 -ì- « ) «e = «'5 -4- a«'*c . 

li valore adunque di y diverrà 

*•» ( A' -4- S A ) *'(A-+-s4) 

y =— -; i^^^ h — r — -r—> che è rintMraie delle equa- 

*'* «'A-ha»'*f ai-fa*** ^ * 

X 

2ioni di secondo ordine dato dalla ^formula degli altri Geometri* 
Si terrebbe il medesimo metodo , qualunque fosse l' ordine dell* 
equazione. 

Questa formula per altro non è d' alcun uso quando le radici 
sòritf eguali i poiché essa dà gli integrali incompleti ; noi pey que- 
sto' non ce ne occuperemo di più y ed in tutte ìe applicazioni fa- 
remo' uso delia nostra formula i la quale dà sempre gì* integrali 
completi qualunque sistno le rsrdk;! della equazione . 

Infatti nel ca&Q di due radici eguali «= ^% sarà 

j^ == — 2 1 . 2 -^ ed itiftgrando |>€ìt parti , 



« • • • 



j 

essendd A ^ A' Ìe due costanti arbitràrie che portano le inte- 
grazioni . 

§. 69. Air integrazione dell* equazione proposta al §. 53. si 
riduce T integrazione di quest* altra equazione 
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Aa .y H*Ba .a .y ^Ca .a .a .y •4. 

-^Pa .a . a ..y =5X, 

nella quale a , X sono funzioni conosciute dì a; : ed A % B ec. so- 
flo quantità CQstapti * 

Infatti poDghiamo y =^e .z essendo m , z due funzìoqi 

^9 ^S •• ^p 

di a? da determinarsi. Se sostituiamo questo valore .di y sella prq« 
-posta e y avverte che 

2ot . ^ == m •4* m^ H* 2ro 
*H-a *-f I ' X ^ . f 

ec- 

avremo r equazione 

/i)....Aae *.£; H-Ba .a . .e .6 z h* • • • • ^ • 



H-Pa .a a ^ e .e '-e ***"* 

*H-»— I 



e . j5 = A. 

x^m 



Dividiamo ora tutta questa equazione per a^e *, e troveremo 
(a). . . .A2^ -i-Ba .e^.z ,H*Ca .a .e*-'.e*X 

*.^a^^ 4f-l-I X^2 X-¥» 

e * .:5 =X;a .e '. 

m 

Per determinare ot ponehìamo a .e * = i , ed avrcjmo 
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Fatte queste sostituzióni nell'equazione (a), diverrà 



e., *-*•^x 

X 

». , - • - • - • 

Qiiest' ultima equazione essendo della forma dì quella' del §. 
53., il suo integrale sarà 

(»--I) 

le quantità 3^,(J^', J^'% ........ J'^ sono le n radici dell' equa- 

zione 

À H- B<J^-t- C** H- H-'PV = ò. 

Trovati il valore di z e di e *, s'avrà il valore di y == 

z e *, e perciò T integrale della proposta equazione. 

X 

li Sig. La -Place ha il' primo integrata^ una' tale equazione a 
coefficienti variabili. 

§. 70. Siccome (48,66) T integrale completo' di una equa- 
sione lineare 



ay -hèy H- ^W = X a coefficienti costane 

-^x ^x-^\ *^x-^n 

ti o variabili , è la somma dei suoi integrali particolari , così dalla 
cognizione di questi si passerà alla cognizione di quello . 

f^onghiamo nella proposta eqtjajione «•,«',«%• , * . . a* in- 
vece di 

y ,y , y ed avremo ^ facendo 3C = o, 

(A) . . . • a^hv^^cct^ H* •••••• • H* P*" = o> equazione al- 

gebraica del grado 71 ^ ^ . 

Se i coefficienti sono costanti, le n radici di questa equazione 
sono costanti , ed abbiamo i casi sopra considerati ; se però i coeffi- 
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cienti sono variabili , le radici dell' equazioae algebraica possono 
essere o tutte variaj^ilì, o alcune variabili ed alcune costanti; e 
quest' ultimo c^sq ammette alcune considerazioni che facilitano la 
ricerca dell' integrale - 

Siano «',«',«'% a le 71 radici delF equazione alge- 
braica (A), e tutte siano costanti eccettuata una, e questa sia ai 
allora è manifesta che si avranno un numero n- — i d* integrali 
pirticolari, cioè 

y = AV" , = A'^ «"'* ec = A ^'^ , i quali soddisfar 

ranno all' equazione proposta nel caso di X = o; dunque quest'e- 
quazione sarà ( §. 53. ) completamente integrabile - 

Egualmente se due saranno le radici variabili j ed n — a quel- 
le costanti, s' avranno un numero n — a d'integrali particolari 
che soddisfaranno alla proposta nel caso di X = o , e perciò se- 
condo il suddetto §. 52. > r equazione sarà integrabile comple- 
ta mente . • 

Se poi le radici variabili saranno di numero m^ e quelle co- 
stanti di numero n — m^ allora avremo un numero n — rad' in- 
tegrali particolari, e la loro somma ci darà anche un integi'ale 
particolare dotato di « — m costanti arbitrarie ; sarà poi facile di- 
mostrare seguendo il ragjopaijiento fatto per i due Teoremi del ci- 
tato §. che r integrale completo dipende in quest^ jiltimo caso dall' 
integrazione di una equazione a coefficienti variabili dell' ordine w. 
•* JDa tutto questo concluderemo i seguenti Teoremi , 
Se in un' equazione alle dìfTerenze finite dell' ordine n a coef- 
ficienti variabili 

si fa X = o, e si sostituisce 1 9ii>«%o(S ^^ invece di 

V , y % y , • • 7 avremo un' equazione al- 

gebraica 

a -i* 6« H* e»* H* H- />«' = o , e sarà 
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I 

PRIMO TEOREMA 

„ L^ equazione integràbile completameate > se le radici a- 
,f ranno tntte postanti una eccettuata: 

SECONDO TEOREMA 

)) li agnazione integrabile completamente > se le radici sa- 
„ ranno tutte costanti due eccettuate: 

TERZO TEOREMA 

jy L' equazione integrabile particolarmente con un numero 
>9 nt di .costanti arbitrsirie > quando le radici costanti saranno di 
9> numero m* 

QUARTO TEOREMA 

99 L' integrale completo .dell' equazione iq qiiestVultimo ca- 
99 so dipenderà dall' integrazione di una equazione lineare a coef- 
>9 ficienti variabili dell' ordine n — m , tante essendo le radici 
)9 yariabili . 

Abbiamo dati questi Teoremi negli Atti di Turino del 1803, 
ma dimostrati diversamente • 

§. 71; Quando fra un numero ot di funzioni incognite y ^z ^ 

X X 

u ce, e la variabile x^ si ha un numero m d' equazioni a diiFe- 

renze finite , potremo sempre per mezzo dell' dimìnazione giunge- 
re ad una equazione che contenga una sola funzione incognita : 
questa equazione però sarà d' un órdine maggiore di quello delle 
equazioni proposte: dimostreremo tutto questo in due equazioni di 
secondo ordine , e sarà facile vedere che il medesimo metodo si 
applica ad un qualunque numero d' equazioni , fra uo qualunque 
numero di yariabili • 

Siano adunque da determinarsi i valori coraplpti di > > e 2; 

in funzioni di a; per mezzo delle seguenti equazioni (i),(3) 
Tom. L S. 



N 
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( I ) . . • . a y -4- b y H- e V 

(3)-. ..A^j^^H-B.^ 



A' a 



J 



nelle quali tanto i coefficienti che il secondo membro sono fonzio-^ 
ni date dell' x . 

Se ricaviamo dalla seconda ecraazìone il valore di js e 

lo sostituiamo nella prima , avremo una equazione di questa forma 




t 



ai ,z -\'0 1 z 

XX X X-^l 

nella quale i coefficienti 9 e il secondo membro saranno quelli 
che porta una tal sostituzione . 

Se in questa equazione facciamo che x divenga « -h i 
avremo 

ai .z H-6 1 . z 

Se adesso si sostituisce in questa equazione il valore di z 

ricavato dalla equazione ( 2 ) > avremo una equazione di que- 
sta forma 

c'a .z H-i'a -^ 

« * • X X^l 

G3 > 02 ec. ^2(07) rappresentano i coefficienti dopo questa so- 

X X 

stimzione . D valore di z ricavato da questa equazione (5)1 

X "^ I 

8i sostituisca »ell* equazione (3), ed avremo un'equazione di que- 
sta forma 
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la quale ci dà il valore di z . Per mezzo delle dae equazioni ( 3 ) 

0(5) eliminiamo z > avremo il calore di 2 > il quale , fa- 

cendovi x crescere di una unità 9 diverrebbe il valore dji z 

Ora sostituiti questi tre valori ueir equazione (i)^ questa conterrà 
solamente le variabili x ^y \ starà peto del quarto ordine . 0d avrà 

questa forma 

a4 , 64 ec. X rappresentano funzioni variabili conosciute , e sono 

X X 

funzioni dei coefficienti delle equazioni proposte e dei loro se- 
condi membri. 

L' integrazione adunque delle due equazioni ( i ) ^ ( a ) dipeor 
de dair integrazione dell' equazione (P) . 

E' facile vedere che se i coefficienti delk proposta sono cor 
stanti , ancora i coefficienti della risultante equazione ( P ) sono 
parimente costanti, e perciò essa sarà sempre integrabile. 

Jj' ordine delF equazioni proposte ( i ) , ( a ) era il medesimo 
per ambedue ; potrebbe essere anche diverso nelle due equazioni j 
giacché sarebbe cosa facile di ridurre T equazioni al medesimo or- 
dine con r aggiungere i termini che mancano, e fare nella fina- 
le equazione risultante , eguali a zero i coefficienti dei termiiji 
aggiunti . 

Si vede ch^e questo metodo è generale per qualunque nume- 
ro 77Z d'equazioni, fra un numero qualunque toh* i di variabili, 
e di qualunque ordine n . 

Nel caso dei coefficienti costanti , se i secondi membri sono 
nulli , possiamo anche così trattare quelle equazioni proposte . Fac- 
ciasi y z= a ^z = a* . / , essendo « , Z due costanti da determinar- 

*^ X X ' ' 

si. Sostituendo questi valori nelle equazioni (i),(2) avremo do- 
po aver tutto diviso per <»' 



/ 
/ 
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A •+» B« •+ CIa* -\ 

(A'H-B«H-CV)Z:f 



dalle quali devono determinarsi a ed ?. Preso il valore di t dtt 
una di queste equazioni e sostituita nell' altra , dopa averla 
ta, avremo per determinare o^ la seguente equazione 



(an- òotH- 0(1*) ( A'h-B'» H* CV) — (a' H- &'« H-cV) ( A -^ 

B« —I* Cflt* ) =: O. 

Questa equazione algebraica essendo del quarto grado ci dà 
quattro valori per « , per mezzo dei quali s* avranno altrettanti va- 
lori di Z ; qvesti valori poi di «f e di l ci dararfno quattro valori 
particolari di y^ e di z , i quali moltiplicati per delle costanti ar- 
bitrarie e sommati , ci daranno i valori complèti di y e di is : 

così se i quattro valori di » sono »^a^u\ol"\ e quelli di t sono^ 
l^V jl' y V , avremo per il valore completo di y questa espressione 

y =A«'H-AV'H-AV'H-A'V",eperz quest'altra 



X ' ^ xr 

a, = A«' . z -h A v . r ^ A V" . r H- A"V" , r 



X 



Le costanti A,A% A'%A''^ dell' 31^ sono le stesse che quelle 
della z . 

X 

Ad una equazione differenziale del quarto ordine a coefficien- 
ti costanti saremmo giunti se avessimo adoprato il metodo del §. 
antecedente, e T integrale di una tale equazione sarebbe stato sem- 
pre dipendente dalla risoluzione d* un' equazione algebraica del 
quarto grado . 

Se il numero delle equazioni alle differenze fosse minore del 
numero delle funzioni incognite, si concepisce facilmente che al- 
cune di queste funzioni resterebbero al nostro arbitrio, per il che 
potrebbero anche stabilirsi delle equazioni arbitrarie per avere un 
numero d'equazioni eguale al numero delle funzioni incognite. 

§. 72. Per fare un' applicazione delle cose dette qui sopra 



\ 
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prendiamo a rigolvere titt Problemsf appartenente aL Giófco de- 
gli Scacchi ^ 

P R Ó B L E M A 

„ Data nello Scacchiere nna casella qualunque e suppouen- 
iy do la torre posta in una' casella parimente data, si dimanda in 
,, quante maniere la torre facendo x niosséy possa andare dalla ca- 
,, sella o scacco in cui si troVa^alla detta determinata éasella ,v- ' 

Conviene distinguere in qiiesto' Problema tre casi: i*/ Quan- 
do la torre si trova nella; stessa ca'sella d* arrivo; a^ Quando^ lo 
scacco della torre, e lo scacco d' arrivo sono Sopra la stessa' fila, 
in modo* che' possa la torre ih una mossa andare allò scacco d' ar- 
rivo : 3*^^ Quando la tórre è lo scacco d' arrivo non sono in alcuna 
delle suddette due posizióni. 

Indichiamo per y il numero ricercato delle maniere nel pri- 

mo castf; per z . lo stésso' numero' nel secondo caso, e per u il nu- 

mero delle maniere nel terzo caso . \ / 

Supporighiamo che la torre deva fare a7-f»i mosse: sarà allo- 
ra if ricercato' nùmero' di màniisi* y nel primo caso \z ijel 

secondo; e u . nef terzo. D'altroncie nel primo^ caso può la 

forre con la prima mossa andare in 14. scacchi diversi", in' ciascun 
dei quali essa si trova nella situazione del secondò casos ed ha 
perciò in ciascuna di essi tiri numero di maniere z pef'artivare 

in ^ mòsse allo scacco d*' onde' era partita; dunque il mimerò delle 
Aianìere per o^H* i. mosse, sarà ancorar espresso' nel primo caso* 
per 142;^: dunque y^^^— H^^- 

Nel secondo caso può la torre' con fa prima mossa passare in 
14:. Scacchi, sette cioè sopra la fila che unisce lo' scacco di parten- 
za della' torre', e lo scacco d' arrivo , ed altri sette sopra la fila a 
questaf pcrpendiìcolare'. Tir ciascuno degli ultimi sette essa prende 
una posizione' appaìtenetfte al tetzo caso , e perciò in virtii di que- 
. sti sette scacchi avremo un tìumcro di maniere rappresentato per 
^u . In sei scacchi dei primi sette essa prende una posizione appar- 

tenente al secondo caso , ed in virtù di essi abbiamo il numero del* 
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k maniere rappresentato da 6a , e nell* altro scacco essa prende 

la posizione appartenente al primo caso , ed in virtù di esso si ha 
il numero delle maniere y -, dun^jne nel secpndo caso il numero 

totale delle maniere per or h* i niosse 9 sarà 
j^ ^ 6z -h 7^ > e perciò 



Nel terzo caso un ragionamento simile ci darà T equazione 






Avremo adunque per risolvere il Problema quicste trie equa^ 
zioni a difFer;enze finite del primo ordine 

;ip-f I X X 

fra le tre funzioni incognite y ^z yU . 

Seguendo il metodo Ripiegato sopra ( 70 ) elimineremo z e 

V 

2 per mezzo delle due prime equazioni e deir equazione 
y =142; dedotta dall^ pnma^ ^ed ayremp 

D,a quest' ultima equazione si deduce quest' ajtra 
(a) • . . .y._.. = U^.^ , H- 6y _^^ H- 98» 



4P-4-S ^-^JlfH-T ^X-^^ ^ X^l 



Sostituendo nella terza delle equazioni proposte il valore di 
2 ^ s' avi'à un' altra equazione 

(3) • • • • «41^^^ , == %^, H:- i68r^^- 

Ora per mezzo di queste equazioni (i ),( a) >( 3) eliminiamo 
u e u , ed avremo in fine per determinare y quest' equazio- 

X X ■+ l *^ X 

ne a differenze finite del terzo ordine 



CALCOLO DELLE DIFFERENZE FINITE GAP. UI. I33 

r integrale della qnale ( §. 66. ) è j^^ = A»" h- B« ' -f- G»"' , es- 
sendo a ) «' ) » ' le tre radici di questa equazione 

«3 — j[8«*H- 440-4- 168 = 0: ora queste radici sono a, = 6,a' = 
14 , «" = — a , e perciò 

y =:A 6'h-B. i4'h-C( — a)': le quantità A)BtG) rappre- 

sentano le tre costanti arbitrarie . 

Trovato il valore di y ricaveremo dalla prima delle equa- 
zioni proposte il valore di z ^ e questo sarà 



z 



= ^A.6'h-B.14'— JLG(— a)'. 
Dalla seconda poi avremo 



tt^ = — •Ì-A.6'h-B.I4'h--C( — a)'. 

Per determinare le costanti s'osservi che facendo a?= i > abbiamo 
V ==v =o,a =a = i,a =:a =0, onde queste condizio- 
ni daranno 
6A-{-i4B--aC = o 



/ 



1^Ah-I4Bh-<^C=i 
— -ÌA-Ì-I4B — ^G = o, 

dalle quali si ricava A = ^>B = ~')C = ^: sarà in line 

Vi| w»f U^ 

-v I4.6*~»i4'-^49(~fl)* 

•'* d4 

« d4 

T/ — ~a.<S'-».4'-»-(-à)» . 
"* Tx * 

queste formule contengono la soluzione completa del Problema . 
Sia a? = a, ed avremo y =14; 5 ==6iu =a: cioè I3 
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torre facendo due mosse può in 14 mamer^e sortire dalla casa ove 
si trova e ritornarvi ; facendo parimente due mosse può la torre in 
sei maniere andare. dalla casa 9 ove essa trovasi 9 ad uno scacco 
qualunque posto qella stessa linea; e facendo anche due mosse può 
la torre in sole due maniere andare dallo scacco 9 in cui essa è 9 
ad un altro .scacco posto in un' altra linea .qualunque . 

§. 73. Fin ora abbiamo supposto che la differenza .della va- 
riabile 07 fosse r unità 9 ovvero che la yariabile oc crescesse della 
quantità i > ed abbiamo insegnato per questo caso ad integrare 
r equazioni lineari . Vediamo adesso come giunger si possa all' in- 
tegrazione delle medesime equazioni quando la differenza finita 
^x deir 07 9 è una qualunque costante a 9 ovvero una funzione 
qualunque variabile Fa? delia medesima oa . . 

Sia pertanto da integrarsi 1' equazione 

(A) ....ay^^by^^cy^,.^ H-pj^^^., = X,\nella quale 

ayb,c eo. pfX sono costanti , o funzioni date di x ; x' = x 



^x , x" == X H- àx , x" = a?" H- A»" ec. x^'^ = »^* *^ H- 

Aa? ' . 

Facciasi v =« S^s , essendo « ,z due funzioni di a? da 

determinarsi : avremo 



' .^ 



y»' = V 2^*' 



XtN X'" X'" 



• • 



^*w — **<•> ^^*w 



Ora rappresentando per 22J la spmma dei termini ohe prece- 
dono z 9 per Sz , la somma di quelli che precedono z nella serie 
z 9 z y z . z ^ z j z ^ z 9 essendo 

'f'X ' "X 'X X X^^ X*' X'" ' 

X= X-^- ùk X 



/ 



I . 



:' • ■ 
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'a? = ''jp H- bkX 
a?' = a? -h Aj«? 

ec. 

Avremo 



« 






• 



ft 



V -, = «,.'( 2^ H* 2; . H- z\, H*. H*2; .«.ivH^S^; ). 

Sostituendo questi valori nella proposta e seguendo il- mede- 
simo ragionamento del §. 50., avremo 

(a.tf H* i-^.H- e et rf^ -4*P^/.s) 22; 

H*r6.« H* e. a H- H-P**/n)2; 



H-(C.«^.H- ^PV))^*' 5> = X. 



Se supppnghiaijio ; il coefficiente di 22; eguale a zero, avre- 

X 

mo per determinare et questa , equazione 
Tom. l • T 
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a . a_^ -f. 5 . «_^ -+. c . »^,^ -H • • H-p«^(,) =o dell'ordine u 

a differenze variabili, e nella quale il secóndo membro è zero; e 
per determinare z una equazione di questa forma 



^\ -^c'z ^^ -t- P'^^c.-.) == X dell' Oleine n — i 

* 

a differenze parìmeote variabili . 

La prìma non è altro che la proposta qnando vi si fa X = o > 
e la seconda è nua equazione di un ordine inferiore di una nnità 
della proposta medesima • 

Trattando questa ultima equazione come T equazione (A), e 
seguendo parola a parola il medesimo metodo tenuto al §. citato 
( mutando però a; > «r h- i , x h* sft ec. , x h* « > in x ^ x' ^ x" ec.^ 

X ) giungeremo al medesimo Teorema 9 che abbiamo ivi trovato 
per le equazioni a differenze costanti renali air unità, a coefficienti 
variabili ; e si vedrà che la forma deH* integrale completo delle 
equazioni che qui trattiamo , è egualmente 

y =:a 2a' 2^'' 2« ^"" 2« (^^,)) rappresentando 

per i segni 2 le somme di termini nelle serie , nelle quali la x cre- 
sce da un termine all'altro della quantità Variabile A^- Le fun- 
zioni « ,/ «^- ^ (,«r) dipendono da equazioni lineari a differen- 
ze variabili di cui il secondo membro è eguale a zei-o ^ 

Tutta la difficoltà adunque si riduce ad. integrare queste equa- 
zioni lineari quando il secondo membro è nullo . 

§. 74, Supponghiamo perciò che il valore di y sìa a ^7^ . 

essendo u una funzione di x da determinarsi ^ e « una funzione 

di u parimente da determinarsi . 

Indicando per u ciò che diviene u qwanda in esso x cresce 
di Hxy per u' ciò che diviene u nel medesimo caso ec.> avremo^ 



X m » 






à' u X' 






( I ) . . . . a« ri^ boi rhCpi H- '^ pot 
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Sostituendo questi valori n^ell^ proposta » eguagliando a zero 
jl coefficiente di 2 2^ > e indicando per 1/ ^c ec. p\ i coefficienti 

di ^ >f , .ec.> z ^,_,p avremo queste due equazioni 

(a) ^'« H-c'JC Hr H-p'z r.- .,=X, dall'ili* 

tegrale delle quali dipende l'integrale disila proposta (A) . 

Ora osserviamo chie ?iell* equazione ( i ) qpn solo è indctermit 
nata la funzione a di i^ , ma ancpr^ la medesin^a zi &nzioae di x ; 

essendo ora 4^e ìp ipdeterininate y e^ una sol^ Y jsquazione fra di 
esse» una di queste indeterminate dipenderà dal nostro arbitrio. Fac- 
ciamo adunque servire la u alla seguente condizione : sia zi tal fun- 
zione di X , che quando x cresce della sua differenza finita J^x j 
tutto r aumento che riceve la Uy qìq^ J\u^ sia .eguale air unità; 
ciQSÌ determinata la if. fivr^mo 



• - ■ T • J 



(«) (» — l) A (»— O 

U =U H* Au :=zu^n$ 



e perciò Y equazione ( i ) diverrà 

equazione dell' ordine n a diffisrenzie finite eguali all' unità , i cui 
coefficienti sono variabili , pjerchè sowo funzioni di x , pvvero di u t 
potendosi semprp determinare x per u 9 quando u è determinato 
per X. Per mpzzo di questa equazionp abbiamo il valore dì » ., 

Trattando Y equazione ( 3 ) come la proposta , e seguendo il 
medesimo andamento del §. 50,, si vedrà che T integrale completo 
della proposta avrà onesta forma 



« * 
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y =ci 2éCt 2éa 2^x 2,z ,..,)) u essendo una fun- 

zione di oc, dotata della proprietà sopra accennata: ^ ,«' ec. « ^^ 

èssendo funzioni di u determinate da equazioni in u^ simili a quel- 
le (i)»(2),(3) ec. (/z) in x del §. 51. delle qnali i secondi 
membri sono nulli . 

Così r integrazione delle equazioni lineari a differenze varia- 
bili, è stata ridotta ali* integrazione d' equazioni lineari a differen- 
ze costanti eguali air unità ( a ) . 

§. 75. Ma parliamo di quelle equazioni a differenze variabili , 
j cui coefficienti a^b^c ec^ p sono costanti , giacché di queste so- 
le si può aver T integrale completò . 

m 

Facciamo in questo caso j^ =a^^z , « essendo una costan- 

te da determinarsi > ed u una tal funzione di a?, che crescendo 
r X della differenza A^> u cresca deir unità. 

Prendendo i valori di y ^^y ,, ec > sostituendoli nella propo* 

sta , facendo eguale a zero il coefficiente di ^z y e indicando per 

h\c ec.y p" i coefficienti di z » 2; , ec. 2; ^,J .^ divisi per a^, avre- 
mo queste due equazioni 

( 1 ) . , . . Gtf H- 6* H- Ca H- --{^ pct =0 



( 2) . . . . i'2 H- C'z H- ...... H- P'2; ..,.^ '^ 



a 



Così si vede che tenendo il medesimo metodo da noi adopra- 
tò al §. 53. e dando al segnò sommatorio 2. il lignificato qui sopra 
spiegato ^ avremo 



*•■ 



(a) Questa idea di ridurre T integraziodr, delle equazioni lineari a 
differenze variabili , a quella d' equazioni a differenze costanti 9 si deve ai 
Sigg. La -Place, Gondorcet; è stata poi seguita da Cousia ed altri Geo* 



metri . 
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et ^ a ^ a ^ » ^ ^ . 

Le costanti »rd > a'' ce. r * sono al solito le n radici dell* 

equazione 

a H-fiflf — K Ca* H* ► • • • • • • • M- jp^ = a . 

Tutta adunque la difficoltà dell* iutegrazione deir'equazioai a 
differenze variabili, si riduce alla ricerca della funzione u . 
Rappresentiamo per a qnella funzione dell' a; r tale che quan* 

do X cresce- della differenza variabile A^> 1*^ funzione u cresca 
deir unità. Questa" proprietà sarà espressa dair equazione ^^^ > = 
z/ H- I r dalla quale ricaveremo u — iz' = ly e perciò in^ 

tegrando u = 2 r ; così la ricercata funzione è eguale alT inte- 
grale finita deir unità , preso queir integrale secondo il sistema di 
differenza variabile che regna nella proposta • 

L' integrale fieitanta dell* equazioni lineari dell' ordine n nel 
casa dei coefficienti costanti r sarà 

y =db?i_2V 2^^ 2 ^. Se la dif- 

Ol- OC 

ferenza delT x fosse eguale per esempio ad una costante li , a- 

vremma 2 1 = ^ h- G , e facendo per più semplicità C = o , 2 1 == 

— ^ r integrale sarà la formula trovata qui sopra, se invece di 2i 

VI si pone -^ • ' 

§ 76. Si può ancora riduiTc la ricerca del valore di u all'in- 
tegrazione d' una equazione a differenze finite costanti del primo 
ordine , ma non lineare . Infatti siccome e u , =: iz -4. i = 

X -^ ùkX X 

z^H* I9 avremo o^h-A^^^P indicando per p una fun- 
zione di zz -^ i^ ovvero di u^\. Ora supponghìamo lS.x =^ 
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^(a?) — X f eà zvrcmo X ^ ^ {x) — x=p e perciò^ (a;) 

Siccome poi u =.UiU , . = U'^ i* t u y u , , sono due 

simili fbnzioni in x e p{x)f sarà perciò x eguale ad una fjinzione 
di u simile alla funzione di u -^ i » cui è eguale ^ ( a; ) , cioè ^arà 
x=p : sostitiVBnàip il valore di x nell' equazione p(^x)=p , 

s* avrà ^(p )=p , equazione dalla cui integrazione dipeiir 

de il valore di p ; trovato p eguale q4 una determinata funzione 

di 2/9 sarà a? eguale a quella stessa funzione; avremo adunque un' 
equazione fra y ed u^ fi perciò u in funzione di x . Percorriamq 
alcuni casi d^ integrabilità di questa equazione . 

Sia (f>(x)=^(zxHrB^ ove a e 5 sono quantità postanti, ed 
avremo allora jp = ap ^7 6> ovvero ap — p = : — B; jp 

« ■ 

facilmeote troveremo per ciò che si è detto ( §. 58. ) > 



p = — 2L2— =5a '2 — 1 poiché Tequazione a — a=^Q 
ci dà p = a ; e^egueadc^ ora V integrazione si troverà 




p =zia \— — H-til=6a {' — — - 



ha ( ' ,,, — ) ; ovvero 



p :;= ^-^^^^ — . = zSÈl zi , e mutando la fprma della costan? 



c« 



te , cioè facendo C = r- , sarà 



Cs' — h 



Supponendo G = i , cioè prendeadp un integrale particolay 
re , s' avrà 



p == l-xi onde x = fUzi 



fo^(*-4-(tf— l)«) 



Da quest' ultima equazione risulta u = 
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Se (p{x}^= ax > avremo p =:: ap y e ponendo p = 
a ^ j otterremo a ^ . =^a.a * = a ^ >e prendendo i logark* 



ani, si ha q log.a=z (mg -*• i ) log.a^ ovvero 

g = ÌTzg »{. I y equazione lineare del primo ordine ^ la quale 
integrata ci dà 

g = V!!!LJli; onde p = a? = a ^ "* ' , dalla quale si ricava ? 
prendendo due volte i logaritmi, 

u^ —^ .£/^il_J, e facendo G=,-f-, 

u r=2 ^^S'^^8'^^ , p^Qn ci fistenderemo di più sopra queste ricer* 

log,, m 

che particolari (a) . 

Da tutto ciò che abbiamo detto si conclude che le equazioni 
a differenze variabili potranno integrarsi > quando alcun Geometra 
avrà insegnato ad integrare completamente V equazione 

^{p )=p j ovvero a trovare il valore generale di 2l in tut- 

ti i possibili sistemi dMntegrazione , ricerche ambedue della stes- 
sa difficoltà. 

§. 77. Sia ora proposta per integrarsi Y equazione y — 

(2 ^ = X 9 nella quale a y X sono due funzioni qualunque date 

éì Xj ed mh una quantità costante qualunque . 

Riguardando m come Y aumento o differenza della x j sarà 
questa un' equazione del primo ordine 9 e paragonata con Y equa- 
zione (A) del $. 73., avremo 

ii = — a>5=i>c = d = e=ec. =0, ar' = a?H* A^ = x 

X 



(a) Si Tcdaao gli Atti della Società Italiana . Mem. del Dott. Paoli . 
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Sarà dnnqne y =.a ^z ^ .essendo % dato da qnesta equazio* 
ne — a CL ^» == o, e js da guest' altra » ,z^ =X. Determi- 
nando adesso u secondo la condizione espressa al §. 74. > si trova 
u = —j e quindi u = ^^^ . == — ^ 1 z=u^ 1 : l'.eqnazione a- 

dunque che determina « sarà ( avvertendo chp ,a? ^=^mu ) que- 

• *^ 

sta — a ,a ^^a , ^ = o, la quale ci da 



a =e ^^ . Sarà dunque 



M 



«/(* ) 

L' integrale rapporto, ad u deve prendersi nella -supposizione 
che la differenza di u sia T unità, e quello rapporto ad a? nella 
supposizione che la differenza della variabile sia /7z;.e se si rap- 
presenta per U ciò che diviene X> quando vi si pone mu invece 
di Xy avremo 

y=^e ^^ 21T ; » integrando sempre rapporto ad u. 

U integrale adunque . completo della, proposta sarà 

• • • 

^Ha ) —i(a ^ ) 

^, = e (C-H-iSe . U). 

> 

Sia per esempio m =?. a , , X = o , . 6 ,1', integrale . d^ll* equazio- 
ne y . ==a y i sarà 

Ora. da ciò che abbiamo- detto (§ 45. ), si ha . 

e =. a .a .a ^ 

dunque facendo 2U = x^ sarà 
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Ca ^.a \a 



143 



« .% k k 



• • ' • uO« 



r iiliìimo fattore sarà -a , ovvero a secondo che k variabile « è 
jìari , ovvero dispari . 

Al medesimo esultato saremmo giunti per mezzo della forma- 
la dell' integrale ddle equazioni del secondo ordine a coefficienti 
variabili data al §. 48. J'acendo in -essa infatti ^ = o , abbiamo 



Ca 



«—a 



• « 






a 



*-5 



CL a 

» ■ ■ ■■ ■ ■ 

a a 

a ^ a ^ 

4P — 6 



a 



a 



>— 5 Jt— 6 



a a 

« 'cr 



4P — 6 



e 



a 
I 



a 

t 



a 
Q 



a 
i 

e 



il quale adotto diviene 
V = Ca .a .a 

^x jp — 3 * — 4 JC--6 



{a 
^ ^secondo che » è pari 

o impari . 

%. 78. L* ^(joazione integrata al §. antecedente è del primo 
ordine quaado si ponsidei^^ come abbiamo fatto, A^ = to: essa 

però sarebbe ^elFordine m quando fosse A* = i . In questo se- 
condo 'Caso il suo integrale completo deve contenere un numero m 
di costanti arbitrarie , e perdo quello che abbiamo trovato non è 
allora che. un integrale partioc^are. 

Per averne T integrale completo, o almeno per vedere como^ 
questo può dednrsi dalle cose dette di sopra > snpponghiamo al so- 
lito che r integrale delF equazione — a J' H- V = X > sia 

Tom. l V 



*" X 
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y^ = »^ 2«^ : avremo allora ( 50 ) per determÌDare a Y eqnazione: 

(i) ..... — a « -t- « . ^, = o,. e per determjijare z Ve- 
quazione 



■ • • t • • 



z 



X 4t*f.i X'^2 Jt-t-m — I et 

m 

Ora siccome T ìntegralfe completo dell' equazione (2) ci darà ^ 
per js UQ* espressione contenente un numero m — 1 di costanti ar- 

Iwtntt-ie, così 2^; ne conterrà un numero m, e perciò basterà, 
prendere per ». un valore particolare che soddisfaccia all' equa- 

X 

ziane {i}. (a) 

Dal §! antecedente 91 ha « = e *** , essendo u = —; e: 

•^ JC II» 

dal §• 58. parimente abbiamo T integrale dell'equazione (2) 



* - 5» — J/* j(«-^3r)' a j(w-a)' 



jr •+ « 



rappresentando per ^>^',^'% ^- ** . le m — i radici di- 

quest* equazione 

i^S^^j^^S^^ .^^ v= o. 



. Sarà dunque, il ricetcato integrale completo 



(a) Si potrebbe avere pef a an* esptessione dotata di na numero m di 
costanti arbitrarie « Poiché facendo tf =:e ^^e somtaendo^.sartDbbe' 
— tf e *H-e "*'"*'* = o, ovvero 

a=e* ' *,e preadendo i logaritmi , m sareb- 

be dato dall' integrazione di una equazione a differenze £nite dell* ordine 
n — I . 
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y(f»--3)" 



a 






r 

il segno -4- vale per m — i pari > e V inferiore per m — i 



•uopan 

Se ora «apponghianio X = o , la qui ritrovata jbrmnla diviene 
m^&lto più semplice . 

Sì trova in&tti per eie che abbiam detto al.§. 6i. 



«ssendo C /C , C ec. C nn numero m di costanti arbitrarie . 

Ponghiamo m=^ 2 y ed avremo 

5:/(# ) 
j^ t= — e {Gh-C( — I r)i ovvero considerando il segno — : 

contenuto entro le costanti , e ponendo per * , Y espressione 



a .a .a 



y z=za .a .a , i mCh*C( — i))jc 

questa espressione ci dà Y integrale coippleto dell' equazione del 
secondo ordine 

y = a y ^ nella quale la differenza dell' xhY unità . 



9 ijr^jp 



Per avere utm -più estesa Teoria sopra gf integrali . coippje^i 
di certe determinate equazioni , si veda il Libro citato al §. 49. 

§. 79. Se alcune radici delle equazioni algebraiche , Ife quali 
bisogna risolvere per avere gY integrali delle equazioni lineari > 
fossero immaginarie i ecco come si opererebbe. Sì sa dalT Algcbaa 
Cartesiana che queste radici immaginarie sono della forma A-f* 
Bv/ — I > e quando non lo siano ^ possono sempre ridurvisi , essen- 
do A e B quantità reali . EVparimente dimostrato che se. io una 



*-(4iB MATEMATICA S V.BIl* YM* 



I • 



;•;' p/-^i'.^c;i.^p.:S / __p^„x ;i^ ar/3 



* ■ 






X 



,, g^e?■agPg ^,.^^^/,^.,^^.^^ >:i>^-^g^ J coefficienti dpi 
primi dae termini sotto le parentesi 9 cioè 
Ap H- A'p — A5-/ — j H-.A'jV r- I, e Apv^ — I -i- Aj — 



«si possono a causa . delle' costanti arbitrarie x^q contengono > egua- 
gliare a due altre costanti arbitrarie C , C : così quei due piixpi 
termini diverranno C cgs . xfi rt- C' sen .xfi. 

Gli altri otto tprmìni., .non consideraiido per oxa il ' divisare 

p^ H- 9* j si riducono ai seguenti 

' . . • . . ' . . .♦ ■ 

p cos . a;^ . 2 ( -s 7^ — '^ n H- 3 ; ^ ) 

-4-PV^ — I .56/2. cTfi.iSf ^-7; ^—^ — ^— ^;H w ' , * s) 

• • • » 

^04/ I ^COS.X&.^i '' ^ * ^ '^ ;= ^ r) 

-^qsen.xB.'Ei s — r^ sH s — 7—: sV 

* * '^ ^,cds.x/3-hé^-^i.Si9.xfi^ co .xfi'^és/'-'X.s^en.xfi / 

Riducendo al medesimo denominatore le quantità sottD i se* 
gni sommatorj > alcuni degli iipmagiaarj si distruggono > ed Ab- 
biamo ' * 



• ••*•• 



-^^/— i.trii.ci^.X ,; ^^/- f 1^ e a ^ 2^/ --- 1 . seni xfi .X ^ 
{cùs.xflr-hisen *iÌ)**^2V— * .COS.Oy?. ^^ ^jS^-^tie^.^/S)' "^ 

e portando fuori dèi segai sòirfmattór; le quantità costanti , e gì im- 
jqaoinan ) avremo ( facendo ^usvl6,aU'junità il qtiadrato del coseno 
più quello 'del seno )' ' * ''^ '*^ "^ • 
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ftp COS.. «p.S cos ..«/a. 2^-4- iip sen . a|3 . 2 sen . a/3, X — 2g cos. x^ X 
a2sen.a^)2cos,.a:^.XH-C3p5e/z.«0 — 25C0S>»|3)2se/zX '- 

Duaque nel caso di due radici immaginarie qqeir integrale 



C^HDpL 






« . • 






/ ) 



• i ■■ ■ Il « t i ut '■ ' ^ — — ^1 



» * 






jr 



■*< I ■ 









che non contiene pia quantità immaginarie , ma solo quantità tra- 
scendenti'. 

§ 80. Le costanti^ cBe' entrano nelle integrazioni possono ès- 
sere variabili, come osservò il primo il Sig.Eulér, purché esse" 
non mutino allorché la variabile a? cresce dèlia sua differenza i . 
Per trovar qiaesta forma, suppónghiamo che p {x) rappresenti una 
quantità che non cangia valore quando x diviene x ^ i ; sarà 
dunque (p{x) =^ (a? H- 1 )> ovvero ^ (a?H- i ) — (p{x)^= o; 
e questa equazione ci darà la forma di^(rc). IntegranSo tale e- 

qnazionfe per te cose dette al §. 46, si ha ?>'(:r):=te'2-^=»'Cf,- 

essendo. C iHia costante arbitraria. . .* . . 

Ora per determinare d abbianio V eqnazi(5ne a — 1=0; e 
perciò ct=^i Ma ilSig. E'uTer dimostra nell* Introduzione all'^Ana^- 
lìsi sublime che 7ò|gr. r ~=t im'pV — i.V'indicando. per 2p la-cir- 
conferenz^L del circolo, è jlerirtt uh numero intéro qualunque vdiwl^ 

que I = e , e quindi avremo «=17= e « i ; dunque 

p (vt)== Ce , , e questa' sarà IH foripa variahile chjB pos? 

sono prendere le costanti degrini;^jsfajv O^^^ K^S^Y?''^^^^ 
quantità immaginarie in qitaiitwa msce^^gt;^^^^^^ ^, , -^ ^^.-^ ,, 
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e =: COS. 2mpx ±= v — i sen . 2mpx^: avremo perciò 

(f> {x\ espresso ancora gerC{.oos.ii7ttpx'^V — i . sen . 2mpx) . 
Intatti amp rapprtjscntando ;un ^erto Xìnwfijso di periferìe , è chia- 
ro che se !a,mpx rappresenta un certo arco I , :amp ( wT-4. i ) sarà 
eguale a 2mp^lj vale a dii^e.ad un multiplo delia periferìa del 
circolo H- r arco Z : ora è dimostcato in trigonometrìa che 4:os . l 
è il medesimo .che co$ {l^ %mp ^ ; duùque jcqs . ampx non va- 
rierà quando x cresce deir unità. Il medesimo ragionamento- vale 
per sen . 2mpx: la quantità adunque C ( cosampx^f^x/^ — i X 
sen . 2mpx ) non varierà variando jx > poiché le due' parti di cui 
è composta , conservano sempre il medesimo valore. Ora essendo 
C una quantità arbitraria, eie due parti della funzione conservan- 
dosi sempre costanti indipendentemente una dall' altra, potremo 
fare Gv^ — i , eguale ad una costante indeterminata B; avremo co- 
si per la forma ricercata Acos^^mpx^hsen^mpx: Ancora piìì 
generalmente potremo rappresentare le costanti arbitrarie che en- 
trano negr inten-ali , per funzioni qualunque Y della quantità 
A cos . 2mpx =± Èsen.2mpx , .cioè per T ( A cos .nmjpx =* B senx 
2mpx ) , ed anche per (f> ( cosampx , sen2nrpx )^ funzione qualun- 
que di cos 2mpx e sen 2mpx . Ritorneremo sopra ^queste coiiside- 
lezioni al $. «131- 

§. 8 1 . La Teoria deir integrazione delle equazioni a differen- 
ze finite ve talmente collegata joon la 'Teoria delle serìq ricorrenti 9 
che crediamo ;di far cosa ^rata :ai nostri liCj^tori vCòl trattenersi al- 
cun poco sopra queste iserie medesime . 

Siano di una serie 

gì* indici o ^ I 1 .a , 3 , .,. - . • a? , arn- i *c^ 

i termini y » V » y » V ».•••.••.-. y » v ec. 

Se fra un numero qualunque di termini di questa serie regna 
un' equazione qualunque, di modo ohe un termine sia Ciososciuto 
jier mezzo degli, altri che lo precedano , tal sene forma la classe 
delle serie recutrenti : noi parleremo di quelle nelle quali T equa- 
Moao ch« lega i termini della serie è lineai» . 

Fxa i problemi che possono proporsi sopra le serie , i princi- 
pali sono due t cioè la riceira del termine generale , e quella del- 
ibi somma : vedremo óome la loro soluzione dipenda dall' integra- 
zione d* un'equazione a diffeienze finite > 
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Troviamo .adunque il termine generale di una serie nella qua- 
le ciascun tcrinine^ «come j' .aumentato éi una quantità X fun- 

.'X •-4» fi 

zione di oc, è eguale ^lla somma di tutti i termini antecedenti i 
y y y _ co. j moltiplicati ciascuno per le quantità 

a.yb yi€ jp . Ponendo in equazione -questa proprietà 9 

avremo 

y = ay -f- by h- ...... '^ Vy ^^ ^ 

evidentemente un' .equazione lineare dell' ordine n a diiFerenze fi- 
nite . I coefficienti a^byC ec , possono essere o costanti o va- 
riabili . 

;Se sono costanti , unico caso per la soluzione <x)mpleta quan- 
;do 72 > a > il evalore di ^ è ( 58 ) 

X 

y ==t— z,-^ 2 -. Ti 2 { X ; « ) 

^essendo mj»\ « ' ec. le n radici dell* equazione 

^t ■■■• M M 

,&ftH* c«* rh • • • "^P^ — ^ = o. 



Tale pertanto sarà T espressione del termine generale^y del- 

la serie . Tutto adunque si riduce a setpplici int^t^zionl . 
jS^el caso di X = o^ si ha (59) 

le quantità C,C%Cr' . C sono le n costanti ar- 

bitrarie che rendono l' integrale completo . 

Jj* espressione adunque del termine generale conterrà un nu- 
mero n di costanti arbitrarie^ le quali si determineranno per mez- 
zo degli fi primi termini della serie che devono essere dati , poiché 
solo dopo .un tal numero di termini comincia ad^ avere luc^o la 
legge ed in conseguenza a sussistere T equazione . 
— Per trovare poi la somma, è evidente che basterà prendere 
r integrale o somma finita • del termine generale , ed aggiungervi 
(22 ) il termine generale medesimo > essendo sempre 

y^^^x ^y^^y^ ^ • -^ ^^ =^;, •*• 2^- Se ne pos- 

Tom. I. 
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sono vedere degli esempi ai §§. ( 47 , 48 963 ). 

§! 82. Quantunque dipendendo la ricerca del termine generale 
dair integrazione d* una equazione a differenze finite , la ricerca 
della somma , la quale suppone conosciuto il ternrine' generale ^ ne 
dipenda anche in conseguenza » pure è facile mostrare che si può- 
far dipendere questa somma ancora direttamente dall' integrazione, 
d' una equazione a differenze finite. 

Sia infatti ov -4- 6y — h H*Pìi H* V :;= X 

V equazione* che ci dà il termine generale e siano i suoi coefficien- 
ti costanti . 

Si prendano le somme dei due membri di questa equazione^ 
ed avremo,. 

^x ^x^l -^ -^x^n^i -^x-^-n 

ghiamandd z la^ somma, dei tcrmiini fino ad jy _ inclusive, 

avremo 

2y = 2 ^ C , essendo G la costante che porta il segno somma- 

XX. 

torio . Ora sostituendo neir equazione questi- valori*, essa si trasiÒF- 
mera inr 

nx a(z ^C)^b(z H- CI) •+-c(2;'^^-+ G )h^ 

Questa equazione dalla quale si deve ricavare il valóre di z^ 

è una equazione a differenze finite- dell* ordine ri, egualmente che 
era quella del termine generale*, ed ha ancora i medesimi coefir- 
cienti . S' avrà adunque per s . h- C questo valore 

-H* U == =± — iZ/ —ir ^ — V •••••••» ^ - 

X 



« • • • • 



Col' ^ a»* %r;ì a"* ^5;^ a ^ 



a^ ' -tt 



' « , fls' ec. sono le medesime che al §• 8 1 . ; T unica diversità nella 
forma dei due valori di y e di z h* C è neir ultimo segno som- 

X X 

matorio : nella somma in vece di X si trova 2X . 

Se snpponghianio die X sia nullo >. T equazione dalla quale si 
ricavava il termine generale , è 



(N 
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e quella dalla quale si determina la somma , è 

(B) .... a(2;^^C)-fi(2^,_^,-l-G)H-c(2;^_^^H-C)H- 



— 1 

La sola irrspezione di queste due equazioni serve per farci 
comprendere che l'equazione (A) si converte neir equazione (B) 
ponendovi z h- C in luogo di ^ , e che sono tutte e due del me- 
desimo ordine con i medesimi coefficienti ; se dunque ( §. 6i. ) si 
trova per j' 

jc^^ ^Kjt a ^ìui a ^ H-*-* ^ > avrema 

* 

subito 

ir ** * 

Conviene avvertire che le costanti , le quali entrano nel ter- 
mine generale 9 sono ben diverse da quelle che hanno luogo nella 
somma . Le prime sono date dalla cognizione degl' n primi termi- 
ni della serie 9 i quali somministrano n equazioni ( §. 8i. ) fra 
le medesime costanti , « le seconde dalle te h- i prime somme del- 
la serie , per mezzo delle quali se ne ottengono /z H- i equazioni • 

Siccome poi le prime n^i somme si ricavano dalle somme 
dei primi n termini della serie, così sarà facilissimo vedere come, 
sommando le prime equazioni e paragonandole con le ^conde , le 
costanti contenute nella somma possono determinarsi per mezzo di 
quelle del termine generale . 

Osserviamo che se V equazione in x contiene alcune radici , 

(»- 1 ) (»— 2) 111- V . 

come a = A == (p = I , il valore di y conterra i termini 



( § 62. ) A {ly ^ A'( I yx H- ec. , ovyero A h* A'x h- ec. ; in 
tal caso la somma deve contenere per questi, i termini A^ H- 
AV H- ec. Così infatti porterebbe V integrazione del teimine 



generale . 



Avremmo potuto ricavare a dirittura V espressione di z dall' 
osservazione che l' integrazione del termine generale , allorché que- 
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Sto non contiene che quantità esponenziali ^j noa portai vaiiaziooe 
che nelle costanti. 

§. 83- Abbiamo vedato^al §^ antecedente cke* V equa?ione la 
quale determina z h 



Se si facesse G = o , questa diverrebbe 



C)H-c(a _ -frC) 



•-•■%• • 



o. 



az ^-^bz 



CZ 



• • 



H-P^i; 



z = o ; 



e la risoluzione di una tale equazione ci darebbe: uq valòr^ 
particolare di z r ovvero un integrale particolare fleir equazio 

ne (B). • ^ 

Ora essendo r equazione- (B) la medesima, che* quella- la qua- 
le determina y- y uè risulta questo- Teorema: 

>> Il integrale- completo dell' equazione a- differenze- finite , 
99 il quale determina: il termine generale è nn integrale parti- 
)9 tjofare deir equazione a differenze finite ohe determina la somma. 

Se i coefficienti dell* equazione dalla quale dipende il ter- 
mine generale r fosse ra variabili , il metodo adopraito* per far da 
quella dipendere la somma, noa servii^bbe^. In questo caso sic- 
come è sempre 






*•+« 



ec*y y 



• ••*■■ 



«/ 



A -4- » — I 



sostituendo perciò questi valori neir equazione che* dà il termine 
generale, avremo l'equazione fra z yZ ec.%z a. diffè- 



ec. , z 

I X -4-»-l» l 



rcnze finite a coefficienti variabili > che determina la somma r la 
quale è delU ordine 72 H* i • 

Cosi allorquando i coefficienti sono variabili > Y equazione 
lineare che determina la somma, è di un ordine superiore di una 
unità a quello che determina il termine generale . 

Ciò che abbiamo detto fin qui serve per mostrare il rapporto 
fra la 5omma ed il termine generale di una sene. Da un altro 
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Geometra ( a ) era stato osservato* tal rapporto , coni la diversità 
però che ancora nel caso dei coefficienti costanti che era^ quello so- 
' lo^ consideratOr la somma si faceva dipendente da un' equazione li- 
neare di un ordine superiore di uà' unità^ a. quella de! termine 
generale- . 

§* 84. Le equazioni non: lineari a differenze finite di rado si 
sanno integrare y ed a questo riguarda il calcola delle differenze 
finite è molto imperfetto . 

Questa- equazione- 



n n' n** 



ay z=:by . y . y . ec:y nella quale* m\nj n ec. sono 

degli esponenti qualunque / s' integra- facilmente riducendola ad 
una equazione linearey per mezzo dei logaritmi : infatti eoa un ta« 
le* artifizio ottenghiamo^ V equazione 

la^^rmly =^lb^nly ^nZy r^fi'ly -4- -ec: > la quale: 

Si riduce a: 

Yi:=:mz -^nz — nz — li'z . — ec. facendo' 

X 4P-M 4p-i^a* *H-3: 

ty =zz y ed Ih — la::=X . 

'Per es cerchiaraa F integrale deir equazione 

a* 
y =zy .y y e^ prendendone i logaritmi , avremo 



ly — aly h* ly == o che; si riduce a 

z — 2'z ,^H-2J ^ =Oy facendo Zy =z . 

L? integrale di qnest' ultima equazione è 

2 =rV21^2o, (59} essendo «,« le radici dell' equazione' i — 

fta!*f-(»? == o ; ora» abbiaraa « = «' = r > dunque z = 22o= A» 

BV essendo A yB due costanti arbitrarie. 
L! integrale pertanto- della proposta equazione sarà 



( a ) II Dott. Paoli „ Atti dell' Acca(^eaiia di Maotow ^ • 
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9 Ax ^ ' 

y^=z e .e , ovvero , mutando la forma delle costanti ,y =C. C"; 

C , C sono due costanti arbitrarie . Questa espressione per y è il 

termine generale di una progressione geometrica con qualunque pri- 
mo termine , e con qualun<jue. ^oziente ; deve essere infatti così , 
poiché l'equazione 

2 

^x-hi'^^x^x-^i ^sP^i^^ ^°a proprietà delle progressioni georae^ 

triche indipendente da quei dae elementi . 
Per avere V integrale dell' equazione 
a 

^*^i = ^J'^.y^^2-^Ar^-^j,^3 nella quale a, 6 sono quantità 
costanti, si faccia / 

y^ = A»' y ed avremo per determinare a qupst' equazione i ;= a 
'^bx: sarà dunque 

y^-= A, \~^ ) : questo integrale però qon sarà coji^pleto perchè 

contiene una sola costante arbitraria. 

Egualmente per mezzo della stessa supposizione potremo aye- 
re degli integrali almeno particolari per V equazioni di ijna natura 
simile alla seguenti^ 

3 A ' 



^-i-3 



ey . y . y -h ec. 



nella quale ajbyC ec. son costanti : 

Infatti facendo y = A(t' , noi abbiamo per determinare ^ 

■ 

quest' cquaz^(>ue ^Igebr^ica 

I ^ aa^ ^ })$? ^ cp^ ^ea^ = Oy che ci darà nove valori per « ^ 

e per conseguenza troveremo nove integrali particolari per quell'e- 
quazione di terzo grado e di quarto ordine ^ ciascuno dei quali 
conterrà una costante arbitraria , 

Se i coefficienti sono variabili , allora la difficoltà cresce mag- 
giormente , e mancando regole generali , conviene sempre ricorrere 
ad artifizi particolari i onde^ avere gì* integrali delle equazioni : 
r equazione per esi 
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^ ^ . = a • y y . ^b -y y , , uella quale a , h sono fun- 
zioni date di x , può integrarsi ponendo 

V = Ae , essendo m una funzione di x da determinarsi ; in 

^ X X 

fatti fatta T opportuna sostituzione e riduzione ^ avremo per deter- 
minare m quest' equazione 

e =^a ^ B e > la quale si riduce a: 



J» ;i> 



z == a H- 5 2; e facenda e = 2; ) che è integrabile com- 

pletamente . 

L* equazione proposta sì poteva subito ridurre a quest' ultima 
ancora in altra guisa . Si divida la medesima per y y , ed avremo 



9 y 



i t 



^—l=za H^5 . r la quale diviene 

y 
Zr :=za ^h z Scendo ^"^ = a . 

» X X X'^i y X 

, X 

Per farne un esempio cerchiamo il termine generale di una 
serie j nella quale presi tre termini consecutivi y y y ^y , 

il prodotto del primo nel terzo, meno il prodotto del primo nel 
secondo > sia eguale al quadrato del secondo . 

Questa condizione ci conduce air equazione 



z , -T z = \ y facendo ^'^ - = j& .^ 

* H-I Xf ' y , X 

X 

là integrale completo di quest' ultima equazione è 
js 3= A H* a? j dunque f sarà dato dair equazione 

X ~ X 

> . :i= ( A -h re ) i> , il coi integrale ( §. 45) completo è 

XH* I X ' 

:y^ = (AH-o)(AH-i)(AH-3)(AH-3)-(AH-(a?—i))A'; 
questa espressione sarà V integrale completo della proposta , poi- 
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che iCQaticne due costanti arbitrarie A , A' . 

Per determinare queste costanti, siipponghiamo che i due pri- 
mi termini della serie siano 1,2, sia cioè i il termine corrispon- 
dente air indice j[ , e .3 il termine corrispondente air indice a , 
ed avremo 

y^=^{ Arho) A'= i,^^ = (A.H-o)(AH-J)A' = a, onde 

AA'== I, A(Ah*i)A'=:2, e quindi A=Ij A' = .i, sarà dun- 
que il ricercato termine generjile 

y =1,3.3.4.5 or, e la serie satà 

Indici j a 3 .4 5 6 a? 

Termini 1:3^6 %\ lao 720 ...... ec. 

a 

nella quale può verificarsi la stabilita proprietà . 

Si potrà ancora molte volte abbassare il grado di una equa- 
zione alle differenze per mez^o della risoluzione algebraica idelJe 
equazioni : sia per es. T equazione 

V — *y -y H-y =« .' se in essa ponghiamo 

y ^ ùkjf invece di y , avremo , 

H^y = a . Quest* .ultima .^qua^one si decompone in queste ;dnje 

XX 

j^y = H- y/a 9 Ay = — ^ Va ; avremo io .conseguenza due yor 

X pc ' X X ' 

tegrali completi per l'equazione proposta^ cioè 

y^z=z^"ZVa^-\-h 

• • 

y = — 2 Va H- A"^ • Facendd xz = ad una costante ,a* , swl 

^ X ^ X ' X ' ' ' 



y = aoe H- A j y == — ax-^ A\ 

^ X "^ » 



Oltre questi due integrali posgono aveiiE(i ancora ^tre «spres- 
sioni le quali soddisfacciano .alla proposta ; infatti 

t^y -rznCL^zcL . I = a* ( — I )*'i dunque 
t^y =±=o( — i)'ie perciò 
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^ s=: M* «2 ( — i)*-f-B,^ = — a2 ( — I )' -f- B' essen- 

do B , B' due costanti arbitrarie ; eseguendo oi'a le integrazio. 
ni, avremo 

>, = -f(-i)'-+B, >, = H-f(-l)'-h».' 

Siccome V unità è sempre eguale a ( — ì )"> indicando per 
22 un numero pari ^ e per z una qualunque funzione di x intiera i 
avremo per ^ queste due espressioni più generali 



y = a2 ( — i )* H- B, ^^ = — aS ( — i )* -h F , le quali 

contengono ancora i due primi integrali ; questi infatti si hanno 
facendo z eguale ad un numero intiero costante . J^on ci estendia- 
mo di più sopra tali ricerche ^ rapporto a cui sono stati fatti ben 
pochi progressi <lai Geometri . i 

§. 86. Una equazione alle differenze ^(»,^,Ay) = o> il 
di cui integrale sia F ( a? , a\y ) = o è , come si sa , il risultato 
dell' eliminazione della costante^ a , che si fa per mezzo delle due 
equazioni F(a?,a,j^) = o, F (a?--Hi i^^jy-hAy) = o: ora sup- 
ponendo a variabile ^ ma tale che i termini da essa introdotti in 
questa ipotesi si annullino da se medesimi j è manifesto che il ri- 
sultato della di lei eliminazione sarà lo stesso y come se essa fosse 
stata costante . 

Ogni valore adunque di iz ^ il quale goda di una tal proprie- 
tà > sostituito neir integrale F(a;,€2>jy)=o, ci darà una nuova 
relazione di varìabili che soddisfarà air equazione alle differenze : 
questa relazione di variabili non sarà un integrale particolare per- 
chè non nasce da qualche valore particolare costante y che diasi 
ad a; si suole perciò chiamare soluzione particolare . 

Dato adunque T integrale F(a;,a,j^)=:o, ecco come po- 
tremo trovare le soluzioni particolari dell' equazione ^ ( a; ^j , Ay ) 
==0. Supponghiamo che a sia una funzione di a; > ed avremo F( a; h* 
1 1 aH-A^> j'H-Ay) = o, alla quale se diamola forma F(a7H*i i 
^^y ^ Aj^ ) H- Aa . P = o , sarà Aa • P la totalità dei termini por- 
tati dalla variazione di a . 

Facendo ora A^P = o, quest'ultima equazione si riduce a 
questa F(a;H* ' ì^^y^ù^y) = 0| ed abbiamo per determinare a 

Tom. L 
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queste dae equazioni Aai = o^P = o; delle quali la prima ci. dà 
per a una costante arbitraria , e la seconda ci potrà dare ( qualo- 
ra P contenga, a ) uno o più valori di a in funzione di x : s' avran- 
no in questa guisa le ricercate soluzioni particolari . Rendiamo il 
tutto più chiaro con qualche esempio. 
Per es. Y equazione alle differenze 

ha per integrale completo j^ = aa? — a* . 

Per averne le soluzioni particolari supponghiamo a variabile > 
e sarà allora 



Aa{(^H-l) — 2^ — Aa}: 
i termini partati dalla variazione di a sono 
Aa* {(xH- 1 ) — aa — A^} ; quindi avremo per determinare a 

quest* equazione 

^a H- ^Q = * H- I ; e siccome a è una funzione di x , perciò in- 
dicandola per a , sarà 
a H-a =a7H- i> il cui integrale (50) è 

X ^ì . X 

il ségno superiore vale per x pari , e T inferiore per x impari : G 
rappresenta una costante arbitraria. 
La soluzione paiticolare è dunque 

4a quale saia diversa secondo il diverso valore x:;lie si darà all' ar- 
bitraria C . 

Esegu^endo ora V integrazione , si trova (15) 

^ ^ ^ / G — (2-y -«•')(-!)'' y . e perciò sostituendo , 
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i6i 



zpX^C 



(3«-n)(-iy 



}-{C 



(2*-4-l)(— l)**i % 



}'■ 



Noa sarà inutile osservare che il numero delle soluzioni par- 
ticolari sarà infinito t perchè infiniti sono i valori che possono 
assegnarsi alla costante C. 



i6a 



^BOTiV«>«i*»*«^>iWiV»^PW 
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e A P IV 

Integrazione delle Equazioni a differenze finite 
e parziali delle funzioni a più variabili - 

§. 86, 1B ^i^ppresentando per z una qualunque funzione 

-■-^ delle due variabili x^y abbiamo detto al §. (39) 
che si chiama equazione a differenze parziali una equazione 

ec. ec.^ z^ ^ : T ordine poi di questa equazione ci è dato 

dalla maggior somma dei coefficienti che hanno gli aumenti (o e d 
in un medesimo termine ; cosi se è js . * il termine nel 

quale u) e 9 hanno la maggior somma m^n dei coefficienti 1 sarà 

deir ordine {n*+m) una tale equazione . 

Noi suppórremo w= fl = i , e di più supporremo che nell'e- 
quazioni non si trovino né le potenze al di là della prima, né i 
prodotti delle funzioni incognite z j ^ , . ^ ^ _^, _^ , ^c- 

Qaest' ultima condizione dà all' equazioni il nome d' Equazioni 
Lineari . Di queste soltanto noi parleremo perchè sono le sole per 
le quali si hanno dei metodi d'integrazione. 

Integrare una equazione a differenze parziali V = o vuol di- 
re trovare uii equazione U = o fra x , y , z ed un certo 

numero di funzioni arbitrarie y dalla quale per mezzo delVe-- 
liminazione di quelle funzioni y o per mezTM di qualunque 
altra combinazione ( 39 ) possa ottenersi T equazione V = o : 
in generale T equazione U = o che si chiama V integrale della 
proposta, deve sussistere nello stesso tempo che la proposta me- 
desima • 
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E siccome per mezzo della risoluzione delle equazioni possia-^ 
ino sempre dall* equazione U = Q ricavare il valore di z dato . 

per x^y e per quel numera di funzioni arbitrarie )^ il quale sod* 
disfaccia a V = oj così per integrare' un^ equazione intenderemo 
anche trovare una tale espressione per z >, contenente le 

variabili x^y ed un certo^ numero, di funzioni arbitrarie ^ 
la quale , avendo, luogo nello, stesso, tempo, ch^ C equazione 
da integrarsi r la renda per conseguenza identica; e questa e- 
spressiouQ di z chiamasi T integrai^ di quella, equazione .. 

Aggiungesi ordinariamente il nome di completo all' integrale 
d^ un'equazione a differenze parziali ). quando il numero delle fun- 
zioni arbitrarie che egli; contiene > è eguale all' ordine della equa-- 
zione medesima . 

La forma generale dell' equazioni: lineari dell' ordine «'-, è 
la seguente: 

H*BV H-CV H- ^Wz- 

H-C'à- H- H-NV 



• 



• •- • •- •. •>- « «t. • 



\ 



NW2; ^ 

nella qnalè A > B » G ec. Z », |k>ssona essère fnnzionT. delle, variabi- 
li a?» J'. 

Per integrare complètamente? una- tale- equazione^ bisogóa a« 
danque , secondo ciò» che è detta sopra> trovare per z nna tale 

espressione che contengir un numero n di fiinìzfoni arbitrarie e che 

sostituita nella suddetta^ equazione y, vi soddisfaccia, o. la; renda i- 
dentica. 

Per procedere con metodo iit una si difficile ricerca r noi co- 
mincieremo dalle più semplici equazioni: de! primo ordine. 

Abbiasi jidunque da integrate- r'eqiiaziòne- a differenze finite 
e pai-ziali del primo ordine 
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x,y ' x-t.l,y x,y-*- l 

m 

nella qaale A , B , B' siano quantità costanti ed il secondo membro 
è nullo . Noi cercheremo adunque per z una tale espressione in 

X edy che contenga una funzione arbitraria ^ e che sostituita nel- 
la proposta la renda identica. 

Per questo pongasi z = Cct^p y essendo « e |3 due costanti 

da determinarsi (a), e G parimente costante indeterminata. Fat- 
ta questa posizione i avremo 

e sostituendo questi valori di z ^ z y z . ^ nelia prò* 

posta I dopo averla divisa per il fattore comune CU ^ > trovec^no 

Ah-B«h-B'/3 = o. 

Per mezzo di questa equazione , delle due indeterminate « 9 ^ 
si può determinare una per V altra . Determinando |3 > abbiamo 

p = — ^ ~ I «^ ovvero ( facendo --- ^ =^, — | =6),p=a 
a =5 C« 0'' = C»* ( a -4- i« y > ovvero 

In questa espressione G ed a? rimangono indeterminate e per* 

ciò possono essere qualunque* 

Se dunque indichiamo per G > G ^ G'% G''^ ec. un numero infi- 
nito di costanti indeterminate » e parimente per «^«%V^ ec. un al* 



(a) Si dere al (Celebre La^Grango il Metodo d'Integrazione che ^pX 
ipieghiamo: Atti di Beriioo 1775^ 



\ 
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tro numero infinito di costanti qualunque, avremo un numero in- 
finito d' espressioni per z eiascuna delle quali soddisfacendo al- 
la proposta I ne sarà y integrale y avremo cioè 






y ^-^y 



z 






• ••^* 



•* f • *^ 



ec ce: ec. ec; 

Ora essendo lineare V equazione da integrarsi » soddisfarà la 
somma di tntte quelle espressioni, ed avremo perciò ancora • 

z.^^ = d* (C/ ^ C»* Mr GV*-!. ec. ) H-^tì^^'ACG/"*' H- 
CV* -" "^ -h G V* "^ ' ^ ec. ) ^ >i2zili </ " ' i* ( G«^ ■*• * H^ 

a H-^ ^ H- ec ) H- . • • • H^a-(lu« --{* 

a H-i-itf H- ec ); 



quest* espressione conterrà un numero infinito^ di costanti arbitrarie 
e soddisfarà alla proposta equazione. 

Considerando adesso la quantità C»' H--CV' h* C^"' -f* ec > 

è facile vedere che sviluppando in serie le quantità esponenziali 

» /jf //j» ^ •- 



«",«",«"' ec. , trovasi 



Qt'H-CV'-hCV M- ec.=(G^C'H-G"H-ec. ) h- no(Cla h- 
CZ« H- G'7»'^ -f- ec. ) -h - ( G ( Z»)' -f- C'( Z«')'H-CYZ»")'-t- 
ec. ) H- ~ ( G ( Z» )' ^-G ( Z» )' H- G" i^y^*^ ec. ) h- ec. 
Ora si sa per la Teoria dello sviluppo ^elle finzioni in «exie 



y 
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che se per ^ ( « ) si rappresenta nna qualaaqne funzione di « > pub 
questa svilupparsi secondo le potenze di /v, e si ha 

^ ( a? ) = ^ •!- «^' -»- — ^" H- ~ ^'" H- ce. 

essendo p^p'^p" y p'" quanti^ costanti : dunque Scendo 

C-^.C'H-C••^ec. = ^ 

CZ« H- CZ*' -i- C7«" H- ec. = p' 

C(Z«)* H- tr(&')' H- C"(Z«')* -1. ec. = ^" 

C(/»)J H-€'(^')' -h tl"(Z«"y H- ec. = ?»'" 

^c« ce» ce* 

avremo un namero infinito d' eqnazioni fra un numero infinito di 
quantità G ) O «e. ^ n^^' ce. da determinarsi i ^e perciò potranno 



qnantià C i G' «e cleterminar6i in maniera che siano soddisfat- 
te tutte quelle eqnazioni: sarà allora 



Gi'^CV-H- CV" H- ec. = ^ H- a;^' -f- -/-h — ^^'h- ce. = 

Dunque l'espressione C«*-4- CT^'-f-CV'H- ec. composta di 
un nun\ero infinito di termini , nella quale G )0 «Cec. )«)«'> «" ec. 
sono quantità arbitrarie, può rappresentare una funzione qualun- 
que arbitraria p{x) di re. ^ 

Sostituendo pertanto nella ritrovata «spressione per z in- 

vece di Go'H-CTa'H- «e. la funzione arbitrarìa p(x)t ed in 

conseguenza ^ (« H* I } per C!«i h-C?»' -h- ce » ^(«-i-^) 

« -4-G^« H- ce., « cosi p{x*^y) per V4« h- 



C'« -4- ce. * avremo per z 

la quale espressione «oddisfacendo alla proposta e contenendo una 
funzione arbitraria;, ne sarà perciò V integrale completo . 
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la geueraie quando avremo uoa seiiC) come per es. 
PC« -^-PCa H-P G« H-ec.» o semplicerncnte 



P«' -{- P'« H* P'^ ' H- ce. , nella quale C ed * sono ar- 
bitrarie ) che soddisfaccia ad una equazione a differenze finite e 
parziali lineare > T integrale di quella equazione > j^r ciò t5hc ha rap- 
porta a questa serie , sarà 

Per determinare poi la funzione arbitraria che entra neir in- 
tegrale sopra trovato ^ io osservo che j^n^odàs; t==:^(a?), Dun- 



4r«0 



qoe la funzione arbitraria si determina per mezzo del valóre di 
z quando j^ =:= o ; Perciò questo valore deve essere dato per le 

condizioni del problema. Potremo adunque porre sotto. questa foCf 
ma il nostro integrale 

a .z H-ya^ ^hz ^JJszlXt^^^ Vz ^ 



Se invéce di determinare ^ per ee avessiibo detcrminato * pet 
|3 , avremmo avuto ^ = 5 (^i— a); <}uindf : . , r - 

' 'LÌJ^ > Ca'/S' -" * - ' ^ ±: Ca' . // ) , 

e per ciò che è detto qui sopra, 

y — 2)— =t T(j>)}, 

indicando per 'V(y) una funzione arbitraria della quantità che è 
fra le parentesi . 

La detta funzione "^{y) sì determina per mezzo del valore^ 

Tom. l Z 
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di z quando r\; = o, ed abbiamo t( v) = 2 e perciò 



o 



Questa ultima espressione per quanto di una. forma diversa 
dair altra , rappresenta anche Y integrale completo della proposta , 
poiché contiene una funzione arbitraria "^{y): V integrale che con- 
tiene la funzione (f){x) h composto di un numero y^i termini 9 
e quello che contiene la ftìnzione "^{y) ne » ha un numero * h- i • 

§. 87. Mostriamo fino di qui Y uso dell' integrazione delle c^: 
quazioni a differenze finite e parziali nella Teoria delle serie^ . 

Se in utìa* funzione z di due variabili x ^y supponghiamo 

una di esse variabili per esempio j^ = o , e facciamo oc = o , i , 
a > 3 eo. 9 avremo questa serie di quantità z ^ z j z ec. Pa- 

Timente se > supponendo j^==i»sifaa; = 9>i,a,3 ec., trovere- 
mo po' altra' serie di queste quantità z ^ z y z ec. e cosi 

dì seguito : ora tutte queste diverse serie possono disporsi nella 
tavola seguente > nella quale gV indici verticali , o la colonna ver- 
fìpale dei numeri natnrsdi indica il valore della y nella serie che 
gli corrisponde 9 e^ gì' indici orizzontali indicano il valore della 
m nei termini che sono sotto di essi , 



» . 



\ 
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Indici 
orizzontali 
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O t l f 2 y 3 



X ) :v H* I OC. 



«M 



mmm 






Indici 
verticali 



Z y z y z^ j z y z y z , > eCr 

Z y Z y Z y Z y Z y Z ^..^eC* 

0,1' 1,1' 2,1* 3,1' jr,r Ji?-*-l,i 



o,a* 1,2 a, 2' Si 



«,> 






% • 



• •••••«•«i(««^* 



% • 



^-M 



ec. 



oy ly ^y é,r *,y « 



■♦•1./ 



> ec 



z ) • • 



» • 



• • 



• • 



E^ dunque manifesto che ciascun termine di questa Tavok 
per esempio z è nna funzione dei suoi indici 3 » d come z è 

una simil fanzìone degl' indici x t y .^ pertanto fos$e conóscinto 
il valore di 2; , è chiaro che potrebbero àvcorsi tutti i^ermini 

di quella Tavola , facendovi x e y eguali agi* indici che appar- 
tengono ai termini ricercati . 

Quando però non conoscendosi il valore ài t >^è cònosciu- 

ta la legge y con la quale i termini di quella Tavola sono forma- 
ti 9 o che lega qucd termini stessi fra loro » e si ricerca il valore 
dì z ( che chiamasi il termine generale di quella Tavola ) y con- 

viene allora ricorrere al. calcolo intégrale delle differenze finite 
e parziali . • . 

Se la ìeggG con la quale sono formati i termini è tale che uno 
qualunque z dipenda da alcuni degli altri termini che^Jo prece- 

donò ò che lo seguono 9 tanto nelle file orizzontaci che vertìcalj, 
la Tavola rappresenta allora la formula generale di quelle serje 
che si chiamano Recurro - Recurrenti • 



3 
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E' dunque evidente che esprimendo questa dipendenza per n- 
na equazione fra il termine z e gli altri,' tale equazione sarà a 

differenze finite e parziali ; e dall' integraziope di ^aesta dipenderà 
la ricerca del termine generale z . Qaandóqaesta equazione è 

line^e» essa è compresa nella classe di qtjeite oh© trattiamo. Fo- 
lcendo adesso mente a quel che abbiamo detto al §. antecedente , ve- 
d're ino la^ter mi nazione delle funzioni arbitrai:!© dipendere dai va- 
lori oartjcolari di z quando una variabile ha dei valori fissi e 

determinati, cioè. dai valori di alcune file di terminii della sericite- 
curro - Recurrente , le quali perciò dovranno essere date ; tutto 
'si comprenderà anche meglio per mezzo d'alcuni esempj , 

. Prendiamo r^s esempio la . segvicnte serie Recurro - Recur* 
rentd i* ' è 



t 



3 4 



. » 



«*••■ 



. o 

j 

i 

t 

a 

,3 

4 



. '» 



p 



I 



o a 
a 8 

54 «o8 



4 

14 

48 



6 O « • • • • • QiOC 
20 26 .t • 

66 84 * .•...-. *. 



lóiL aio. • • ^ . • . . • t .i* 



V 



ai6 378 5A^ . 



V '^t * « • • •- * 



• • « • % 



• ai ••»••••«•••• 

9 ^^ w • 



• 



« • 



iielh qnale up termine qualunque z è egualeal doppio del su^ 

termine superiore z , piiì il termine z , che segue 

queifto superiore medesimo. 

Fondendo una tal condizione in equazione > avremo 



*^>y 



9Z 



z equazione lineare a diflèrenze finite 

e parzi^i , dall' integrazione della quale dipende il valore del ter- 
mine getierale z . Se in questa equazione .si fa crescerà la ^ di 



\ 
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una naità , e si pongono, tutti i termini imia sol membro./ troyeremó 

9z H* 2; — • a. = o . Questa, equazione chp è del 

primo ordine % paragonata con qnella del §. antecedente , ci dà 
a = 2i h=iy onde avremo per z queste due espressioni 



•m t y SA, 



• • • • 



H-?>(a?-t-^), 



»^( *. — I ) 



e siccome (p («) rappresenta, z > et "f ( j^ ) , jb ., xjosì avrema 



*,y o,;r-«-jf Q,«-+j^— 1. a. o.*H->/-Ta 



«r 



=t a z . 

Servendosi adunque della prima, formula è necessario, che sia'' 
no dati 1 termini della prima fila, orizzontale 9 e adoprando la se- 
conda ,, quegli della prima fila, verticale : anzi nei termini della 
prima fila orizzontale 9. essendo, in generaleN^z; = 2x: Ja prima 

espressione di z diverrà 

z =a .aaj'-hji'a, . a ( a? «-+• i ) -^-^^i■^! — -2 .3(ó?H-a)-i-.... 

9 y ^. . 

H* 2(a?H•J|')- 
Vogliasi per es. il terzo termine della terzai fila, prizzontale , 
cioè z : facendo nella formula, trovata tai= 3, ^= 3 , « ha 

z^ ^ = a^6 -h 3. a*. 8 h- 3.3. fon* ia= 48 -+ 96 h- 60 -^* 

12 =! ai6 I 

e co?ì degli altri . 

§. 88. Passiamo alle equazioni del secondo ordine . Abbiasi 
da integrare Y equazionp del secondo ordine 
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nella quale i coefficienti sono supposti costanti • 

Incominciamo dall' esaminare il caso 9 nel quale essa non ha 
che quattro termini > cioè sia V equazione 



AlZ h-Bj5 _. H-Bj& ' H-C'z =0, 

Facciamo come al ^. 86. z == Ga ^ ^ o semplicemente 

*>> 

z = a ^ , Koi tralasciamo la costante , poiché essa comparisce 

sempre come semplice moltiplicatore che è destinato a svanire neir 
introduzione della funzione . 

Fatte le opportune sostituzioni nella proposta , avi^o fra «s e 
(3 quest' equazione 

A H- B« H- B'^ H- Cr«/3 = o , 

Per mezzo di una tale equazione determiniamo ^ per. « > e 
troveremo 

(3^^A±|!L,eperciÒz =//3' = /(-^^^ 

Se adesso svolgiamo questa espressione in serie ordinata se- 
condo le poten25.e decrescenti di -« , s' avrà per z una ^spreissio- 

he di questa forma 

€ per ciò che si è detto al "§' 86. 



a ) H- ec. 

Questa espressione anderà all' infinito sempre che la quantità 
'(; — A±|lj non potrà essere sviluppata in serie finita, o sem- 



B*».' 
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pre che non sarà eguale a zero alcuBa delte funzioni <f>(x^ fiy — 
«) e quelle phe a qne«ta seguono i la quantità però ( — A±|^Jr 

si riduce in una serie finita, quando B' ovvero C' sono zero, Ma 
per trovare V integrale in termini iiniti ancora quando B^ ovvero 
G non sono nulle, adopreremo il metodo seguente* 

Facciamo nel valore di ^ la <;|^uaatità H' ^Gcl eguale ad u« 

na nuova indeterminata — w.> ed avremo » = — " "t, > . Sostitueo* 
do oca questo valore di » in qnello dì /3 > sarà 

^ = ^|^(A^^')-^: s'avrà dunque \ 



«l-f{i-<-(B'-:^)i.}, e perciò 



1^ 



»/. Ora i dne fenori {-|(lh.^)},', {^, ^(S -^)S:}< 



B 



( — ^Y ridotti in serie secondo le potenze di u danna due serie 

di questa formft 

« • • ■ 



gr H* ?'w H* j^'u) ^••••••H-g^w» dalla moltiplicazio*» 

ne delle quali verrh anche per z un» espressione finita di que« 
Sta forma 

V u -4- ......; H- ▼ « ; la quale si can- 

gerà ( §. 86. ) io 

V Xo>-hV' '^(— i)^.... — i-Tr ^^(— ^) 

indicando per ^(jc) ima funzione arbitrarìa di 4;. 



\ 
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Vedremo in seguito come può determioarsi questa funzione 
arbitraria . 

Quantunque tale espressione dì z 'contenga una funzione 

arbitraria ( a ) > pure essa non è che un integrale particolare della 
equazione proposta ; poiché per «sser completo dovrebbe contenere 
due funzioni' arbitrarie ( 85 ) . 

L' espressione che abbiamt) data per a è sempre finita ; per 

trovare pòi i valori di Y^ Y' , V" ec. è manifesto che basterà mol- 

tiplicare fra loro le due serie che esprimono i valori di « ,/3 : co^ 
à facendo nel valore di » , la quantità — ^ = ot > B' = tz , e in 

qaello di p , le quasàtà — -;=p, B' — J^ = q^ avremo 



tiplicazioae delle qnali -serie ^arà 

V* > 



V = mj^ {xn^yq ), 



' Y''=my(^^^^^nlln'^xn,yq^^-^^t^^q')y 



a -r * • 2 



y 



*^J'^»(<^»)(»--g)^ì . »(»-l)^, ^„..^„ JfiJLzHn^ 



■ y(>-')(J>-a) Qi\. 
a -3 



• « 






(«) Potrebbe dimostrarBi à prhri che T equazioni della forma suddet 
u 000 posiMO avere aelT iategmle più di aoa fiiationc jirbUrarìa. 



( 
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; 71 . yn •-f 

*(*—!) <jg-f >^3) ^^— g yiy — i) ^^ _. 

2.3..-. (' — a) 3 "^ 



2.3....(x— I) ^ 2.3 ' -^ '^ 

Se y = 72 , ciò che accade quando A = ^ questi valori dei coeffi- 
cienti diverranno più semplici 

Y'=z7np'{x^y)n^ 

■ 3*3 

.ec. 

Allorché passeremo air applicazioni di queste Teorie , parlè- 
Tcmo della determinazione delle funzioni arbitrarie. 

§. 89. Noi siamo adesso nel caso di poter direttamente dimo- 
strare la formula generale per le combinazioni che abbiamo per in- 
duzione data al §. 24. Questa dimostrazione servirà per un esempio 
dell' integrazione di cui abbiam sopra parlato . 

Si ricerchi adunque in quante maniere possono combinarsi nn 
numero x di quantità prendendone un numero y per volta. Qui s* in- 
tende soltanto parlare delle combinazioni diverse (24) . 

E' evidente che il ricercato numero di maniere sarà diverso > 
secondo che diverso sarà il numero delle quantità da combinarsi ^ 
ed il numero di quelle che devono entrare in una combinazione: 
egli adunque dipenderà da questi due numeri a; ed ^; sarà in con- 
seguenza una funzione dei medesimi. 

Rappresentiamo per z funzione di x^y il numero ricerca- 

^*y 

to di maniere ; sax'à z il detto numero di maniere quando le 

quantità da combinarsi sono una di più . Ora questo secondo nu- 
mero di combinazioni sarà eguale al primo z aumentato di tut- 



» . t 



Tom L A a 






» 
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te le combinazioni che con x lettere possono farsi prq/idendone nn 
numero y — i per volta, poiché ognuna di queste combinazioni, 
aggiuntavi la nuova quantità , ci dà una combinazione nuova di y 
quantità . S' avrà dunque per risolvere il Problema qucsst' equazio- 
ne a differenze finite e parziali 

z ^ =2; H- s ; 



e ponendo j^ -hi per y^ affine di ridurla alla forma di quella, dell' 
antecedente §. , 



z =2^ ^ z 

jp-+i,jf-»-i Xxy^ì Xfy 



dair integrazione adunque di quest' equazione dipenderà k: solu- 
zione del problema.. 

Fatto il paragone della nostra equazione con quella citata; 
abbiamo A = i ^ B= o, Bf = i , C = — 1 , e quindi fra «&, 
e fi questa equazione a^ = /3 -+ i • 



— I X 



*,> 



Determinando <t per /3: sarà «= ( i h- jB ) , e però 



2.3 







>(»-i)(jf-a).......(»-i»i) ^-"'-' ^^ • 

a. 3. 4 («» -t. I ) "^ 

e qnindi 1* integrale completò di qnell* equazione 

Xy 7 . ^ 

p{y — ^^ — *^* ^^' 



x{x-^ ì^( x^ 2) fjr — ffl) 

2.3.4 (m'ir 1 ) 

ascendo p(y) nna funzione arbitraria di\y. 

Per determinarla si faccia x=^oì avremo z^ =:^^(^) e 

perciò 

x,y ,n^,y o,jf— i a o,> — a 

^(,«0(*-3) [x^m)^ ^^^ 



a. 3. 4 (i»-+i) c,> — » — I 

E siccome j& ,2; ec z f esprimendo i numeri del* 



\ 
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le maniere y nelle quali un numero o di lettere possono combinarsi 
fra loro> prèndendone nn numero y per volta, ovvero un numero 
y — 1 per volta jdc.^ ovvero una per volta ) 5ono quantità nulle , 
così sarà z = z = ec. = z jr=:,o- Egualmente sono 

nulle le quantità jb , , js ec > e sob z è eguale air unità ; 

^ o,— I 0,-2 ' 0,0 ^ ' 

s' avrà .dunque , iaceudo jaella .formula superiore m =^ — i , 

questa formula ,è la stessa che la ritrovata al §. 24. 
.Determinando /3 per « , noi avremmo .avuto 



z 






• • • 






«•3 

Ed in oonsegueqza (86) 

y(y^ »M>-*-2) 



z 



z •^^ ec. 



33 *-jf-3,o 
j^(>-Ki )(;F-f 2) (y->i) 

,2.3.. ....{4P -.^) '^o,© 

Ma z ^ esprime ,il numero dplle maniere , nelle quali posso- 

ìio m quantità combinarsi non prendendo ^alcuna di esse quantità ; 
dnnqoe sarà z^^^ = z^^^^^ =^^_^^^^ = ec. = «^^^= i , eie 

quantità come z^^^^ saranno tutte .nulle ; e perciò 

x.y -^^-^ , T 3 3 -^- . -f. 

J'Cj'H-i )(>-!• 2) (»— I) 

a.3. 4.....(jf— ;r) ... ^ 

( jjuesta ibrmnia per .quanto /diversa ^lall* altra è però in so- 
stane^ la .stessa : Infatti indicandola per S si vede fàcilmente 
che avoe^io 

S = (J'H-.){,H-|-H.'-^H- . ^ H- 

a-3 («->) •» 
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\ 3 4 



y (y-*- 3) ( j' -» * —y— * ì \ _. 

3.3 l«-jr) ^ 

3» 3 \ 4. 4. 



< ) 



• ••••'•• 



2-3 («-J) 



> 



(jf-t-iXjrH-aìCjt-f 3) (j>-4-jf— j>— i> / . ^, y 

2-3 («—j-i) 1 *-y 



• • • «. 



(>"<■ 0(j^ -^a) jf 

2.3.4 (*— J^) ^ 

formula che è eguale ( 24 ) identicameate alf altra qui sopra 
trovata . 

Si può ancora ottenere un' altra espressione per rappresentare 
il suddetto numero > nella quale sia più chiara la determiuazione 
delie funzioni arbitrarie: essendo per la natura dell'equazione p = 

(flt — 1)"" , avremo 



■ •. • 



2.3 (*-y) '^ 

Ora ponendo ( 86 ) p{x — y^ i ) per « ec. , sarà 



zr =?»(a?— jH-i).PH-(j'— i)^(^— :y)-PH-^-^^-^^(« 



»,y 



i)./3h- (:y-n^(>-4-.)...^*-2)^(i).pH-ec 



t • 



■ 

Facendo v = i , si ha 2 =i^ (ar).^, dunque sarà 



X, t 
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^(«'4-w).Ì3=a , e perciò. 

z =z '+(y — i)z ^^JLZJLlZz, -f- H* 

(■y—t)j'(j>H-i).. ...(»— 2) ^ _. p« 

2,3.4 l*— >) ^>^ 

Ma in generale significando z ^ il numero delle combinazio- 
ni che si possono fare con un numero m di quantità , prendendone 
una per volta, abbiani trovato (a4) z =ot, dunque 

g^^^ = (^— J^H-i)H-(j^~ì)(^~J^)H- ^^'^'^^ (j:--J^— i.lH- 
2.3 V ^ y • 2.3 (jr— >) 

giacche z > z_ ec. sono tutte eguali a zero- Potrebbe ridur- 
si quest' ultima espressione alla forma di quelle sopra trovate . 

§. pa I valori di z quando una delle variabili ovvero 

ambedue sono nulle , devono essere dati per la natura del Proble- 
ma, e noi abbiamo, parimente negli esempj superiori, considera- 
ti come dati dalle condizioni del quesito i valori di z , allor- 
ché , essendo una variabile nulla , T altra diviene negativa • Questi 
ultimi valori per altro avrebbero potuto piiì rigorosamente ottener- 
si per mezzo di considerazioni puramente analitiche, le quali es- 
sendo comuni a qualunque Problema meritano per ciò di non es- 
sere tralasciate. 

Ad oggetto però di spiegarsi con maggior semplicità , noi supr 
porremo che T equazioni a differenze parziali appartengono alle 
serie Recurro - Recurrerai ^ di cui è data al§. 87. I9 forma gene- 
rarle; in questa supposizione che non altera la gcnei'alità delle no- 
stre ricerche z ,2; , z saranno i termini della 

prima fila orizzontale yoz ^ z > z quelli del- 

la prima verticale . 

Riprendiamo ora V equazione integrata al ^. 88. e suppon- 

ghiamo che ancora B' sia nullo : avremo allora ^= - a •*- b* 



^ Ox 
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-g; ( I -^- ^ . -^ ) , e facendo per semplicità di calcolo — ~ 
*/j y, * . *— I «(*_!) ,«--3 



p> c^ = ?> s^^^ ^,=P( I "-i- -J ) > ed in conseguenza 

'/J* y f * , X—l y(y l)»' 



« X-Jf 

2» i 



.^^T^ • • • • ■ 

X — 2,0 



questa espcessioae secando ciò che abbiam detto ( 86 ) sarà 

ora è evidente che quando y è maggiore di se, questa formula con- 
tiene dei termini :di questa specie z^ , z^ ec. , i quali se 

non sono conosciuti , si determineranno per mezzo dei termini 
z 9 z ec della prima ,fila verticale .in questa guisa . 

Facciasi nella formula, trovata per esprimere il tennine ge- 
nerale, a? =o> ed j^ ==:,i ,2^3 ec.,. avremo 

z ^T=p(z ^q.z ) 



Z 

O, 2 



•^ ^ 0,0 -^ -— IfO * — 2,0^ 






ec. fCc. 

d' onde è facile ricavare 



I 

^ O, 1 9>o 

I ^3 

2,0 ^'* i0,2 .# "0,1 • "0,0 



q.z =—5; — z 

^ — IfO 



g".a^ =-r/a *J5 . H- 2> 



cr^js =T—.z — — 'Z •f.A.a — z 

ce. ec. 

ed in generale 
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Q . 2» = — . 2>' — ^ "•:: • ^ •^^^ . — r- • ^ ^ ^^. • 

* — / , o p^ 0,1 ^' " ' o , / — r 2^ o >.^ — 2 

si vede adunque che: essendo conosciuti i termini della prima fila^ 
verticale della serie Recurro - Recurrente ^ potranno determinarsi 
per mezzo di essi i termini della prima fila orizzoutaie: à' indice ne- 
gativo > i quali compariscono neir espressione del termine generale 
della serie medesima . 

A 

Nella fòrmula z = z -+•7^ H* 



lìy±lìz H- ec. 

trovata al §. antecedente ^ noi: ci siamo fermati al termine ove tro- 
vasi z. poiché abbiamo detta che sona nulle le quantità z 

Per dimostrare rigorosamente tutto questo^ si faccia in quella me- 
desima formula x=o, ed avremo. 

z =s ^yz ^ylLitllz H-e.c-: 

ma qualunque sia j', è sempre z =0; dunque 

o = z: ^^yz ^zUlìJIz H-ec. equazione che 

—yyO ^ — jf — 1,0 ' 2 : — jf — 2,0 1 

per- essere soddisfatta richiede che sia z t=z z = eq. 

= o y come aveva mo supposto . 

§. 91. Determiniamo adesso le funzioni arbitrarie* contenute 
neir integrale dell' equazione 

Az H- Bjs h* B'jzr H- C'2; = o , avuto in 

termini finiti col metodo del §. 88.^ e supponghiamo che questa e- 
quazione appartenga parimente ad una serie Recurro - Recurrente 
rappresentata generalmente dalla Tavola del § 87. 

. Abbiamo, al §*. medtesimo» ritrovate le espressioni di « e p da* 
te per una indeterminata w ; e se in esse si pone invece delle po- 
tenze di w tante funzioni degli esponenti dellìe potenze medesime > 
come ivi è detto ^ s' avranna allora le due seguenti espressioni per 

a ,/3^, ed in conseguenza (86) per z , z 
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«.e 



3)H--. H-«'./(o)} 

Supponghiamo snccesÀvamente 
« = 0,1,2,3 ^^'^ > **^ avremp 
^„ „=/(o). 



•«•«• • 



o>o 






2,0 



ra'{/(3)•^3^•/(a)H^3^^/(OH^^lf(o)> 



ec. 

dalle quali si ricava 






;^/l.3; — jpjì^j ^3,0 p$*»^ ^2.0^^ m» 1,0 0,0 

ec. 

rrJ C^; — -=^-^;r.o ^«»'-'ii'-' PP'-r^o^ fa 



« « • 



Se adesso sappongkiamo saccessivamente j^ == o , i ^ a» 3 » 



i — -.z — ec. =± js„ „ 



4 ce, s avrà 
z =/(o) 
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t , 



■ i. . • •w 

2 .t^iPl/CPl^j/^—O} 



0,1 

I 

Z 

0,3 



/ 



ec. 

d' onde si deduce 



fi°)'='\. 



■ 1 . 



o 




ec. 



. Z 



— 2 ogiDf -:• X 



ec. ±= 2J ; . I # 

"> o • 



si prende il segno H- quando^. or ^j sono pari, il — quando so- 
no impari V \ . ^^' 

Le funzioni adunque tanto positive- che negative sono deter- 
minate per mezzo dei termini della serie. -. . , 
• * Se per farenna. applicazione d^Lsecondo metodo <iel §. 88 , 
si risolve per mezzo di essa rc^axione 

z . =2; -4- 2^ • proppsta al S. 89.^ avremo per il pa- 

ragone di questa equazione con quella del citato §. , A = i , B' = 
I , C = — I , B = o; e* -perciò 7/2 = 1^ 72 = 1-^ p = o, 2=00 > 
P2= I . Di più « .. 

js =2; ^=2; =^ ec. = I , z =±=3 = z t= ec = o : 

0»0 |,Q 2,0 0,1 0,2 0,3 



(«• — 



sostituendo adunque questi valori nelle superiori formule , avremo 
/(o)= i,/(i)==;:i — i.= o,/(2.)= I --2-M =0 ec, 

/(—i) = -L. — ^ = 0, é così/(— •a) = o,/( — 3) = o 
ec./(— ^) = o;- 

T 

Tom, l B b 
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si vede adunque che di tutti i termioi che pprta la formula del §. 88. 
per l'integrale completo in questo casO) non sai^ zero quello sol- 
tanto moltiplicato perjf*(o); ora il coefficiente di/*(o) in quella 

formula è V* , dunque abbiamo z =V » 

Se nel valore di V ' trovato al §. 88. > si fa 5=3^7 > Vavrà 

-^ *• 2-3.4 X a. 3 *— i "^^ 



• • • ♦ - 



2 .3 ^r — 2 2 * 




a. 3 * — 1 * ^^ a.3 * * "■ 

che si riduce alla seguente 

-.r(«J * yf *• *"•* »f«— tT *■"' *(*— o«* , 



• « 



3.3 a.3 * 

ovvero 

^■^(x) ' X X y » « — t y »(x'—\) * ••"* J'tj' — ^) vy 

Y^ ' = m np^xmn -ypq^- S^ -mn .^-^ — X — 

Ti n m ìw . . » • . •»4» ■ //* /* /\ • • • • 

•5 • .^ y ^ 



2.3 (*— I) 

m p q ^'Li^ .-- -^ ^"^ jf \L > 

-ti 3^3 * 

e facendo in questa formula p = o, g=co > P2= i > m=^n==^ 

1 , avremo 

y(*>_ » (*-!)• •■•'•(*-» -^^l) ^ poiché tutti ì termini, nei qnali ilp 

ha una maggiore dimensione del q , vanno a zero , essendo anche 
» nullo ; e quegli altri nei quali è maggiore la dimensione del q 
vanno a zero , perchè nei loro • coefficienti si trova il fattore 
y — y: avremo adunque per z questa espressione 
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2 = ^^^^'^ (^-^Jf-^O ]g quale abbiamo anche trovata al 

x,y 2.3 y ^ 

§. 92. Kìtorniamo adesso all' equazione di secondo ordine^ 
sella quale non manca alcun teimìne: 

Facendo come sopra z = ^ j3r , sostituendo e dividendo per 

il fattore comune a^ , otterremo questa equazione fra ib e ^ 

AH-B«-{-C;e*-hB'/3H-C'^ H- C"p* = o, per la quale determir 
nando /3 in «s 9 s' avrà 



e perciò il valore di z sarà così espresso 

z =aV=^'{~T^(C'..H-B'=tv/[(C«H.B')^^^ 

BaH-A)])y. 

Per z avremo adunque due valori uno prendendo il segno 

^ ^y 

H- del radicale , V altro prendendo il segno — • Si prenda per ora 
il segno superiore . Se per mezzo d' alcuno dei metodi immaginati 
dai Geometri per T evoluzione delle funzioni in serie t si riduce V e- 
spressione di z in una serie ordinata secondo le potenze decre* 

scenti di » > avremo una serie infinita di questa forma 



// .1 



2;=i«xi -4-1. xi H*l.«i ^ec. 

Ora con un ragionamento simile a quello fatto al §. 86. > ve* 



w 



dremo che per a possiamo sostituire qualunque funzione p{x 
IO ) della quantità « -*h u : avremo adunque per z la seguente 

serie 



f*" ) H- ea 

Isella medesima guisa se si prende il segno meno } avremo nn* 
altra simil serie per esprimere il valore di z : questa sarà 
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z>^ =■ y » — *•• V .a -I- V . « -f^ ec. ; e pò». 






nendo per una qualunque potenza « una funzione arbitraria 

f ( ac -f- w )," avremo 



'yy — x^'" ) H- ce. 
che sarà una seconda espressione di & : ora l'equazione proposta 

essendo lineare ^ soddisfarà ad essa ancora la somma delle due e- 
spressioni trovate , e sarà 

H- V.^(jc H- vy) ^ V'.y(a; ^ vy -- v) -4- V". Y(» h- 
i^y — i;" ) -^. ec. 

e questa espressione è chiamata dai Geometri integrale completo 
della proposta perchè ^ essendo essa del secondo ordine , contiene 
due funzioni arbitrarie ^,Y. 

'. Le quantità T/r,T"eà V, V, T" co. sono funzioni di x 
che si trovano facendo T attuale svolgimento delle funzioni in se- 
rie; ii^fi^ '>ii' ec. xr, v\v' ce. sono numeri positivi e crescenti. L'è* 
spiìèssiòrie che nói abbiamo trovata per z sarà sempre infinita i 

se la quantità che e sotto il segno radicafe ficAi è tìu quadrato per- 
fetto, cioè se nqn- spariscono dal valore di i radicali-di una quan- 
tità complèssa" in a; che^ equivale a dire'ise l*^equazione ira a e 
non è risolubile in due fattori di primo grader in (quest'ultimo ca- 
so l'espressione diviene composta di un numero finito di termini, 
•Come fra paco vedremo. 

Contentandosi d* avere gli iategraJi; completi espressi per delle 
serie che vadano all' infinito, il metodo adoprato per ij secondo or- 
dine serve per l'equazioni di qualunque, ordine: infatti abbiasi da 

integrare V equazione generale dell' ordine n" 
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t^t 






»>>; 



*-*-n,y, 



». g 1/ 



■• • • • 



N'z 



JTH-»— Ij^^'+l. 



C"s 



•- 4 • .• • ■ \* Jl% Zf 



p. 9 • • •■ • ^ •' • •. W. •. • 4 



• • •■ 



• «.. 



». • 



N'"z 



*»> 



I 



»^ 



Se STipponghiamo. come, ai §§. antecedenti a = «"^ , e 
quindi se facciamo, le debite.sostituziom,} avremo „ dopo, aver divi- 
SO per a fi y fra «; e gL questa equazione algebraica del grado n 



• ••••«. 



N/'-f-p(B'-f-C'« 



• • • . • • •' • 



• •» 



•. •■ 



Wa'"^^ ) ^ 



A •^• B^ H* Ca* 

]>j(«)^"_.Q^ la quale risoluta, dark, un, numero /z.di valori 

diversi di j3, e pero di /3^. Questi: valori saranno ih generale tante 
funzioni irrazionali di «, le quali non. potranno in generale ridur- 
si che in serie infinite secondo le potenze decrescenti di ». iSia« 
no tali serie 



ec. 



It^y^fif 



ì* ^9^^ 



ft 



Ti. /^""'h. Ti. /'*"'" 



t 



•', 






ec. 



9» 



;e€* . 



ec* 



• • • • • > 

Queste n serie moltiplicate ciascuna per «" , ci darannp n e* 
pressioni ul jzT ; e sé in ciascuna di queste es]1rei?siohi si' sosti* 



tuisce invéce di a una funzione arbitraria ^ ( a? H- w ) diversa 
in ciascuna di esse, avremo per z un numero ri dr valori di ver- 



X .y 



si, ciascuno dei quali sarà una serie ^infinità è conterrà una fun- 



I 
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zione arbitraria. La somma adcinque di questi valori > contenendo 
un numero n di funzioni arbitrarie diverse, rappresenterà perciò 
r integrale completo della proposta . 

§• $3- Se l'equazione fra ^ e p potesse risolversi in n fattori 
di primo grado , se potesse cioè mettersi sotto questa forma 

\n) An) 

a a — o ,) = o, 

r integrale completo sarebbe composto di un numero finito di ter- 
mini: infatti avrebbesi allora 

p = a ^H-6 i questi n diversi valori di /3 ci da* 

ranno n diversi valori di p*^ e perciò di a p ovvero di a > la 

somma dei quali soddisfarà anche alla proposta > perchè questa è 
lineare : avremo in conseguenza , prendendo per z questa som- 
ma medesima 

9 

H-i» (a «H^^ jT 
ovvero » &cendo lo 9vilci{^ di queste potenze > 

j; = a . H- y^ ^ • * H*^-^4 ^ D X • • • : 

« H- H* O ♦» 

mJ^^a .et, ^ya b •« -f.<AZ — la a X — 

A • J* ». • • • ■• • •"!• jCr «0 
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Ora la quantità » rimane iadeterminata ; dunque (S6) prendo* 

remo ^' (a;) in vece di ot , ed in generale ^' (xH*'w) per^j 
Fornendo adesso neir espressione trovata per z r tante diverse 

funzióni di x ^^y , quanti sono i coefficienti diversi da cui è molti* 
plicato M "^ , s avrà 



>"-^r' ^ . ^ 

• » • • f • 






r<«>^ /^(»)r*. I *ì ^ ^j^ ^i«( «ì-^ "" ' 



• • • • • 



< 

e questo sarà l'integrale completo della proposta^ poiché contiene 
uii numero n di funzioni arbitrarie P'tp'^p' ec. 

Supponghiamo che II = 5" = 6'" = • = 6<*^3é o , va- 
le a dire che la proposta sia 

N2; ^N'2; H-N''^; H- 

H-N^'>5; =0; 

ed avremo fra « e jS 1^ equazione * 



che può sempre supporsi risolata in fattoli' di questa forma ^ 



< 
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a'ck ; poiché dividendola tutta per a e ^considerando per incogni- 
ta —, si hanno da essa n valori per — e perciò n fattori di quella 

forma- Facendo ora nella formula superiore b' =^h" ^=K\= ec. 
= o V avremo così espresso V integrale ^completo di una tale e- 
. qoazione 

z =a (p' \^x^y)^a cp yx^y)^a p {x^^y] 

Quando requazione proposta non ha che i ttermini , nei qua- 

* li le variabili a?, j^ hanno i medesimi aumenti-, quando ha cipè 
questa forma 

Az H-Bz H- ^Vz =0, 

• facendo come sopra z ==« ^, si giungerà *^ questa equazione 

Ah-B«13^ .^Pa*/3"=:o, la quale, considerando 

per incoffnita aj3 , ci darà m valori a\ a' ec. per aiS; e potremo 
perciò dare ad essa questa forma 

Da questi m fattori si ricavano m valori per /3 , i qua^i sono 
a'sT ' , aoT * , a'oT ' ec. : così si hanno -per z m valori di ver- 

SI, i quali sono a .a , a' .« -, a' .oc ^ ec. Presa ora la 
somma di questi valori, e introducendovi le -diverse funzioni ar- 
bitrarie per mezzo del ragionamento fatto al § 86., s'avrà V inte- 
grale così espresso 

f ìf tf" ^^- indicano delle funzióni arbitrarie diverse della quan- 



• \ 



tita X — y. 

§. 94. Riprendendo il valore di ^ dato al §. 92., cioè 
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(3 = — ^ (C'«H-Bdfcv^I(C*~- 4C"C)«'h-(2C«'— 4C"B) « 

B" — 4C"A ] ) , e facendo per maggior semplicità ìli calco* 

lop = C"~4C'C, ff = aC'B' — 4C'B , r = B"— 4C"A,a. 

vremo 

/3 = ^ ( C « -4-B =t V r P«' -{- ga H- r] ) > ed è chiaro che se in- 

vece deir indeterminata u è presa una funzione intera ti' un' altra 
indeterminata w in modo che la quantità pa*^f*gaH-T* sia un qua- 
drato perfetto, svanirà dal valore di p il radicale , «d allora potre- 
mo ridurre il valore tli/3'' in una serie finita -ordinata secondo le 
potenze della indeterminata to: secondo la Teoria dell' Analisi die^- 

gli indeterminati (a), se si fa uz=z?lll*H,—^i. i. .iw —^ -^jabbist 

mo pa H* 5» H* r eguale al quadrato ( g*"^^^'^^"^ ) ; dunque il va- 
lore |3 sarà 

/3 = — ^(C#cH-B=t( ?*-4r/>ri^ ) ^ ; possiamo pertanto espri- 
mere i valori ài a e di ^ in funzioni razionali di un' altra inde- 
terminata w , ed abbiamo « == eco H* jToo h* 5" > ^ = ^ w •^/*'w^ ' 
H-^S essendo jf=il-ll^, e = i-, 5= — ^ ; sostituendo poi nel 

valore di p, quello trovato per «, ricavansi i valori di Cifig; 
ed abbiamo 

]e espressione essendo inviluppata ed -ordinata secondo le potenze 
di (0 y sarà ridotta ad una ^erie finita di questa forma 



^^y 



.(0 



'Vw"'h."V«""%'"V«"3-4. . . , . . ^'-"^ Vw"^'-*-^\ 



Tom. L Ce 



é 



(a) V. il T. II. .degli Elem. d' Algebra d* Eulero. 




tg2 MATEMATICA SUBLIME 

nella quale i coefficienti V,V' ce. T/'V ec. saranno delle funzio- 
ni di a? e di jy che si possono determinare in differenti maniere se- 
condo i metodi conosciuti. 

Introduciamo ora la funzione arbitraria invece della quantità 
esponenziale indeterminata , ed a,xreiDo per rappresentare z la 

seguente espressione 

^,^ = V./(o)-^V^/(I)H-V"./(2)>^ ^.,^Y^-^'\f(cc^y) 

'V/(-l)H."V./(-2)-i. ^^'^'W .fi-^x-y), 



h. quale contiene una funzione arbitraria ^( x-i-^ ) . 

Prendendo nel valore di /3 il s^no — , avremo per ^ uà 
altro valore i il quale ci darà un* altra espressione per z 

«^^^ = T.T(o)H-T'.T(I)-^T".Y(2)H- ...... . H- 



T!^"*'^\'¥{x^y) 



'T.Y(— i)H-"T.Y( — a)H- h 

che contiene un'altra funzione arbitraria Y(a?H*^): la somma a- 
dunque di queste due espressioni di z contenendo due funzioni 

arbitrarie > rappresenterà T integrale completo della proposta equa- 
zione del secondo ordine 5 il quale sarà sempre composto di un nu- 
mero finito di termini- Allorché faremo T applicazione di queste 
Teorìe, ci tratterremo sopra i metodi di determinare le funzioni ar- 
bitrarie che entrano negli integrali completi E' facile però vedere 
che i valori di quelle funzioni dipendono dai valori di z quan- 

do una delle variabili y è zero . 

Il metodo che abbiamo adoprato per avere Y integrale com- 
pleto in termini finiti delle equazioni del secondo ordine, non può 
adoprarsi per gli ordini superiori; in fatti se si trattasse di quelle 
del terzo , ( e ciò che dico di questo vale per gli altri ) essendovi 
allora fra <k e ^ una equazione del terzo grado , si avrebbero per /3 
dei valori i quali conterrebbero le radici cube di una quantità 
complessa di questa forma a^ ^ba!^ ^^cct^^d^ e perchè queste 
sparisscrt) bisognerebbe che potesse prendersi per a tal numero da 



•— F- 
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rendere quella quantità complessa nn cubo perfetto; ora- T analisi 
degli indeterminati non è spinta tanto oltre per soddisfare a que- 
sta ricerca ^ e perciò non potendo eliminare i radicali del valore 

i di |3, la potenza P ridotta in serie secondo le potenze di a, con- 

terrà un nymero infinito di termini ; così il metodo precedente 
non è limitato che air equazioni di secondo ordine . 

Dopo aver fatta qualclie altra appKcazione ^ esporremo un 
metodo che si estende alle equazioni di tutti gli ordini e unisce 
al vantaggio di dare sempre gli integrali finiti 9 V altro di renderq 
la determinazione delle funzioni arbitrarie facilissima in tutti i 
casi . 

§. 95. Risolviamo adesso un Problema sopra la partizione 
dei numeri , la cui soluzione dipende dair integrazione di una e- 
quazione a differenze finite e parziali^ 

„ In quante maniere il prodotto di un numero x di lettere 

99 a 9 & 9 e > G? 9 ^ , m pub avere la somma degli esponcn- 

99 ti di quelle lettere eguale ad y , supponendo die i detti esponeur 
99 ti siano ciascuno > o ^9. 

S' intende facilmente che quel ricercato numero di maniere 
sarà diverso secondo che diverso sarà quel numero x deHè lette- 
re 9 ed il numero j/ somma degli esponenti;. esso sarà una quantità 
dipendente da x e da ^; sarà dunque una funzione di x^y. 

Sia adunque rappresentato da z funzione di a? e di y quel 

ricercato numero di maniere: siano p^q^T* gli esponenti di quelle 
lettere : il Problema si riduce a trovare ia quante maniere può 
farsi 

p --h 9 H- r H- «e. = j^ . 

Facendo j> = i ; ^ _^ esprimerà il numero delle ma- 

niere nelle quali puè essere 
I H*JH*rH-5H*ec. =3^9 tDVvero 



fl^ H- r H- 5 H- ec. = V — 1 ; ora il numero totale z delle manie- 

re è eguale a questo numero di maniere z _ più a tutte 

quelle nelle quali può essere 
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a -+• g -i- r -i- s -4- ec. = j» ovvero i -j-jH-r-f-^H-ec.srs^ — ì 

r -i- s H-«c.#= j' a H- 5f H- r-i- « H- ec. = jr — i 

ec. cc^ 

ovvero pH-5H-rH-«H- ec =^ — i % il qiiale ultimo numero 



di maniere è espresso da z ; abbiamo dunque 

. Per integrare quest'equazione facciasi al solito z =« ^ , 
ed avremo fra tis e questa equazione «^ c^ 1 H* « 9 da cui si rica- 
va ^ =;. I H- — . Sarà dunque 

« P'=<» ( I-^i- J=a H-J'a H-^^^~-^« -I- 

a.3 ^ , 

Moltiplicando questa equazione per |3, sarà 

* « -fi x^ *— i ^ «/«_n '""^ « y( ♦—OC»— 3) '~3 /^ 

x-y 



• >•••) 



••• •• 



•2.3 (* — «) 

dunque , facendo un ragionamento simila a quello fatto in fine 
del § 89. , troveremo 

yiy-i){y-i) ly-*-^^) ^.r ^\. 

a. 3. ..•■(*-•) 

Ora per determinare la funzione arbitraria ^(rc), si faccia 
j> = o i avremo ^ (a?) = a , e perciò 



z =2 

a,y-¥\ X 



, i^^-' * — 1,1^^ a « — 2,1 



^>(>-«^(>-a) (jr-«-f2) ^ ^2; 

^^ a. 3 (*-i) 1,1^^ ^^ ^-J», I 
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Ma z y z %z ecyZ sono tutte quantità nul- 

le; e 2; = i » ( poiché, avenda uà numero m di lettere è iippos- 
' > ' 

sibile che la somma dei lora esponenti sia eguale air unità ) ; e le 

quantità z , 2^_ ^ z sono tutte nulle ; dunque avremo 

jc.y-^i a. 3-4. (*— O ' 

la quale espressione ( ponendovi y — i per y ) , diviene 

z = iy:z^)S y-^ny-3) f^-""■^'^ . che è il ricercato nume^ 

ro di maniere. 

Che poi a r z * i^ • siana eguali a zero , si dimo- 

*• 0,1 —1,1- —2,1" ^ ' 



Strerà così . 



Siccome le quantità z y z , z ec. indicano le maniere 

^ o,j' 0,2' ©,3; 

nelle quali un numero zero di lettere può avere la somtìia degli e- 
sponenti eguali ad i > 2 9 3 ec 1 così esse saranno tutte nulle . 

Se dunque nella serie che rappresenta il valore di z fac- 

ciamo 07 = o 5 ed j^ = I , a , 3 ec > avrèipo 



z =z H- z 

0,2 0| I —1,1 

Z =Z ^{-HZ ^z 

0,3 0,2 —1,1 —2,1 



ec* ec< 



« 



le quali equazioni Ci danno ancora z =z =2; = ec. 

^ ^ —1,1 -8,1 -3«» 

= O . 

Sia per es. j^ = 5 , a? = 3, ed avremo 

z r=ii^^=6: infatti quando si hanno tre lettere aibyC nea 

può la somma dei loro esponènti essère eguale a 5 che iu una di 
queste sei maniere 

se poi gli esponenti jf>;5f,r ec. che' atibiaino' supposti maggiori di 



• 
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zero > volessero prendersi anche eguali a zero > allora con uno 
stesso ragionamento, rappresentando per z il ricercato numero 

di maniere, si troverebl)e, per risolvere il Problema-, questa e- 
quazione 



il cui integrale sarebbe 

x,y 3.3.4 l^— ij 



Ecco il ragionamento che ci oondnce alla suddetta equazione : 
facciamo p = 0, ed il ricercato numero di maniere ^arà aguale al 
numero delle maniere bielle <]Qali può essere oH-9-4-r-hs-*- ce. 
=iy che è indicato da z , più il numero di maniere, nelle 

quali può efserjB 



1 -4-2-^*rH*5H-ec.=jf ovvero oH*?*4-rH-^Hhec.=j' — i 

3^^-4*rH-5-hcc.=^ . a^gr-^-rH*5-+ec-=^ — i 

ec. ec. 

che è evidentemente z , e perciò z =z 

z . 

x,y — i 

' §. 96. La sostituzione .di x^ p invece di z nella equazione 

generale a differenze finite e parziali del grado n riportata al §. 92. 
ci dà una .equazione , la quale ordinata secondo le potenze di j3 è 
della seguente forma 

(1) .... A^^-H Ai y*' -^A2.0^ "*%;..-.. -*.A(«).j3-^"^"=o; 
ovvero ordinata secondo le potenze di • » è di questa altra fórma . 

m 

(2) n^^ni.^ H*-Ba.ii -4* -HB(«).a =0 



6 queste due equazioni non sono in sostanza che la medesima . 

Ora la prima dà n valori diversi per fi espressi in « , e siano 
fiì^^fi" ec., e la seconda dà n diversi valori di » espressi in p, ^*^ 
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6 siano « 9 oi ^ol' ec. > così di qualunque ci serviamo di queste equa*- 

zioni, avremo sempre n espressioni diverse di ìb j(p ^ e perciò di 
z .In ciascuna di queste espressioni introducendo con 1' artifizio 

di coi sopra ci siamo serviti, una funzione arbitraria, la somma 

di quelle medesime espressioni darà T integrale completo dell* equa- 

. zione proposta . Ma se T equazione fl'a « e ^ avesse alcune delle 

radici eguali, è evidente che il. numero delle espressioni diverse 

di ti^ scemerebbe di tante unità quanto è il numero dèlie radici 
eguali meno una, e che ih. conseguenza T integrale sarebbe incom- 
pleto . Vediamo come si potià ricomgletare U numero di queste 
espressioni diverse . 

Avvertiamo prima che se l'equazione (.i).ha.un numero m 

di radici eguali in a, cioè se ^=:p!=|5^=^,., = |3 , 

r equazione (2) avrà il medesimo*, numero- di radici eguali in ^, 

cioè »-=! a* =Z et = = flir. 

Ora se neirequazione*(i) dpe radici per esempio /3^,/3' sono 
eguali , una di queste soddisfa come si è detto ( §. 65. e segg. Cap. HI.) 
-#• nel medesimo tempo a quella equazione e a questa (i J 



#— I 



^{y-^n)K{7i).^ ==0;. 

e se tre sono le radici eguali fi\^\ff'\ una di queste soddisfarà 
nel medesimo tempo alle due equazioni ( 1 ) , ( 1 )' superiori, e a 
questa ( i y 



'e così di seguito. 

L'equazione (ly è ricavata dall' equazione (i) moltiplican- 
do ciascun termine di questa ultima equazione per l'esponente che 
vi ha /3, e quindi dividendo per 0, e nella medesima guisa si rica- 
va Tequazioue (i^ dall'equazione (ly. E siccome se sono eguali 
tre radici ^,^',/3'' dell'equazione (i), lo sono anche tre a^a'^a^ 
dell' equazione (2) ; così una di queste soddisfarà nel tempo stesso 



I 
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all'equazione (a) ^d alle segnenti (fi)', (2)" 

{2)' . . , . xBx , -^-(*-{-'i )Bi .« -4-(^-f'a)Ba.« "*" -4- 



(ac-f «)B(7z).» 



(a)" . . . . jc(a; — i)Ba* h-(jcH-1 )3cBi .a*~ 



(x^n){x^7i — i)B(7z).» =0; 



e perciò le sei equaziom (0 '(0 '(0'''(^)>(^y^(^r saranno sem- 
pre soddisfatte nel medesimo tempo da una delle radici eguali. 
Si vede adunque -che se dne* sono le radici ^eguali dell' equa- 



zione ( I ) , soddisfa alla proposta tanto z -= » fi\ quanto z = 

ya j^ , purché /3 sia uqa di queste xiue radici eguali ; infatti so- 
stituito questo secondo valore nell* equazione generale del §. 92., 
esso la muta Aell'-equazione (1)' che è -soddisfatta egualmente; co- 
sì nel caso di tre radici eguali ^potranno prendersi per z queste 

tre espressioni 

xjf — l 

essendo /3 una di queste 'tre radici eguali r poiché questo ultimo va- 
lore sostituito neir-^quazione del ;*§. ^a., la riduce all' equazione 
(ly che è soddisfatta da una di quelle stesse radici eguali nello 
stesso tempo t^he lo è l*€quazioiTe ( i ) . 

Se le radici -eguali fossero quattro > avremmo anche 

z =^y{y — OCj' — 2) ^y " ^ e così di seguito ; e siccome le 

espressioni di z possono essere moltiplicate per una costante 

^>y . ... 

qualunque C , la quale entrando come moltiplicatore in tutti i 

termini deir equazione del §. 92. , svanisce e rimane indetermina- 
ta i così se questa costante si suppone eguale all' unità nel primo 
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valore di js ^ eguale a j3 nel secondo, -a |3* nel terzo ec.> avrc- 

inp rfier 2' . ^1 ^aso delle radiai eguali, le seguenti espressipni 

* > j' » • 

'/^ , y»'^\y (y— i)àV , >(> — i J(^— a)«V ec. 

Facendo per a il medesimo' ragionamento » è manifesto die 

avremo ancora ^acst* altre espressioni per z ^ « p ^ a?a p , 5c ( a: -77;. 

^ )*'^^ ^(^ — i )(^ — a)a*/3^ ce. 

Si potrebbero ancora trovare altri valori per i nel caso 

delle radici eguali. Tufatti quando le radici eguali sono ve j& ì==ì 
^' = ^'', a = cù' = a' ec. h manifesto che l'equazione (i)- conterrà 
due di queste radici eguali a p; e perciò ordinata per «'«, ancorarne 
Indici, ^eguali ad ' a . -^ - 

Se ora in questa ^equazione (i)' oi'dinata che sia per le poten-u 
zedi « si moltipiicapq i termini per /gli esponenti -o?, »•+• i ec, 
x^'n di quelle potenze medesime di « , avremo una equazione 
(a) che «ara .soddisfatta nel medesimo tempo -che ^e .equazioni» 

(0>-(0*> ^ 5i Tedrà faoilqiente che se rfecciamo z —xyct^f^. e 
sosti,tuÌ9.monn tal valore di z nella proposta ^ sarà essa trasfor- 
mata nell' equazione- (a) , la ^uale essendo soddisfatta da una delle 

radici eguali ^ ci^ mostra essere xy» fi un'altra espressione della va- 
ì'iabile z . : queste ai verse espressióni^ serviranno Sempre à;' ridurr 

rp compierà: l'integrale ideila proposta /quando ié ladici- eguali lo a- 
yranno- ridotto incompleto . - 

Sia per esèmpio' da integrarsi T«qua2Ìoné 



4 « 



Z z=±z H-Z 






Facendo in questa equazione crescere la a: e la j^ d' un'unità 
e moltiplicandola tutta pér'4j ayreilio ' ' ' • ■ ^ 



equazione del seqondo ordine. 






'Tbw. / D d 



V i. 
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Paragonata questa equazione con qnella del §. 92. del seconr 
do ordine , abbiamo A = B = B' =^ o , C = 4, C' = — 4, C"= i , 
onde r equazione da risolvei-si è /3' = — 4j3oi-i-4a'> la quale dà 
per /3 due valori eguali a« ; e se /S' , /3" rappresentano i due valori 
di /3, s'avrà ^' = r = a«. 

Dunque secondo ciò che abbiamo detto qm sopra (93) per il 
caso nel quale l'equazione fra « e /3 di secondo grado è divisibile 
in due fattori di primo della forma p — a'a^ /3' — ax , si ha 



Sia per noi essendo e' = a" = a > avremo 

Ora le due funzioni <{>' {x^y)^ p" {x^y) essendo arbitra* 
fiC) possiamo rappresentarie per una funzione arbitraria ^(«-i-j) 
la somma p {^x ^ y)-^ p\x^y) j e per questo sarà z = 

a ^(xH-j')) integrale incompleto) poiché contiene una sola fun- 
zione arbitraria . 

Noi abbiamo sopra veduto che nel caso di due radici eguali 

oltre air espi-essione « p soddisfa alla proposta equazione anche 

y»^^ , e perciò facendo p = 2« > soddisfarà alla nostra equazione 

y*2 .m y ovvero y. 2 p'(x^y) essendo ({/(oj^^y) una fun- 
z'one arbitraria diversa .ed, (f>{x^y): questa ultima espressione 
per z sarà un altro integrale paiticolare > e se prendiamo V ag*- 

gregato di questi due integrali particolari ) avremo V integrale com- 
pleto di quella proposta equazione espresso da 

z —2^ <(){x^y)^^ .y(p\x-^y). 

• t. 

§. 97. Noi abbiamo promesso alla fine del §. 94. di dare nu 
metodo generale per integrare in termini finiti V equazioni a diflè- 
renze finite é parziali di qualunque ordine : ecco in che cosa con- 
siste questo metodo . 

L' equazione differenziale dell' ordine n riportata al §. 92. 
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alIorcHè vi d & z = *^ > ci conduce alla seguente equazione 



esm» 



» » 

« t « 



^el grado n £aL et e p 

• A-i-B«H-C«' -h H-N« I 



(l).... -4-CT-4- H-N'/ V V==0 



• •••••••••-««• 





Per inezzQ di questa equazione si può determinase (3 per a ^ 
ovvero « per /3 : supponghiamo che si determini fi per « . 

Siccome in generale non possiamo esprimere fi in potenze di 
m che per una serie infinita > non potremo perciò avea» il valore di 

p che espresso per una serie parimente infinita : ora si osservi che 

può ridursi questo valore di /3^ ad una ^sicrie razionale e finita di 

termini ordinati secondo le potenze di a^ purché vi si ammebano' 

• . . . . 

le potenze di fi inferiori a /3 ; poiché se si prende il valore di 

fi 
fi dato per Y equazione precedente ^ esso sarà espresso per le po- 

tenze fi e sue inferiori ; se questa espressione si moltiplica per 

^, s'avrà pei: fi una espressione che conterrà fi 6 le suepoten- 

ze inferiori , aella «juale sostituendo l' espressione trovata per (3 » 

verrà per /8 Bua e^ressione che conterrà ic. potenze 'j5*.^. e le 

sue inferiori ; Y espressione tBoyata per p ■ moltiplicata per p , 

( sostituendovi per fi il suo valore ) à darà fi in ^ ed in /2 ; ma 

le potenze del fi non saranno maggiori di fi : continuando que- 
sto ragionamento si vede che potremo avere qualunque potenza 



SOa MA T EU AT I^C^.*'^ U^B JL4 IdLE 



^ espressa pjer una. funziopie ;alg<^bra]Cà fìqita e razianaje di; 4? e.^^ 



fstme 



nella quale le potenze di ^ non passeranno le 71,-t 4^ i tal po- 
tenza dunque avrà questa torma * ^> . . : x • r ^ 



y 



uz 






X 



^ Ti ,/3-hTr.«^H-Ti" . «'^H- 



(2) . . H- Ta • P' H- T2' . tt^' H- Ta" . aY 



f 



■ 4" •••••• * - 






^-T(72— !).< -f.T(/2— iy:«^ 'h- 



H-l(/Z— I) ,. '« P » 

ove i, coefficienti T^T'^T'' ec, TT'ec, saranno delle, funzioni 
razionali date di j^ e dei coefficienti dell* equazione proposta . 

Se questa espressione di /3 si* moltiplica per* avremo r e-' 

sprèssìone finita di |3 a che sarà il valore di z ' cosi esprèsso 

' X ^ y 

z =f/.i-T,/-"^H. 



•Il .ce p 



» 



H-T2.«VH-.T2'.ft p* 



( :v' 



♦ » 



I 



• 



• • 
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»• 



• » 



• % 



*^»"— I rr^ ^ Vi ,Sr-¥V »*— I 






• • ■ • «k • 



Il valore adunque di z sarà di questa forma 



• • 



Se si fa p = o y s' avrà 2; = A ; e questo valore dì z 



-». > 



^^y * jifijf 



soddisfa alla proposta > la quale per essere lineare > sarà anche sod* 
disfatta da 

z • =i= B^ H- C/3- H- .....-.• H- P/b''"' ' , ovvero da 

z =Bh*C/3 h- H- P/3 ; poiché tutti i termini 

contenendo 2J ». la potenza prima di j3 entrerà come moltiplicatore 
. in tutta l'equazione, e non influirà nulla nella di lei identicità. 

Facendo in quest' ultima espressione di 2; , |3 = o , avremo 

z = B , ed ancora questo valore di z soddisfarà alla propo- 

X ^y X ^y 

sta: cor^tinnando il-medesìmo ragionamento, proveremo che possia- 
mo soddisfare alla proposta prendendo z eguale a qualunque dei 

ooefficienti'delle diverse potenze di ^: ovvero eguale a qualunque 
di quei coefficienti moltiplicati per la respetti va potenza di j3 , la 
quale entrerà come semplice moltiplicatore in tutta T equazione . * 

Dunque z =:zTm.» fi H- T'/tó.a fi ^ . . , 

sarà un valore particolare di z qualunque sia a. 

X ,Jf 

Questa espressione di z , secondo ciò che è detto al § 86. , 
cangiasi in quest* altra 



/ 
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H-T' m .fm{x^y — i) 

essendo ,//a ( oc ) una fuiuàone arbitraria di «; se -Scoiamo ora lo 
stesso ragionamento per qualunque termine dell* espressione gene' 
l'ale di z , avremo 

3^^ = T./(a7)H-T'./(a;H-i)-4-T"./{«H-a)H- - 

Ti .fi (a?)H-Ti'./i {x.-^i') 



Ta ./a,(a7)-{. To' ./a ( «r^ O 



tV^"*'^/3.(3cH-^ — a.) 



j-T(«^i)/(77~i)(a)H-T(;2 — 1)'/(72— i)(.vH-i)H- 



H-T(n — 1 /^ "'*'' .f{n — \)'{x^y — 7Z-M)i 

♦ ■ 

]e funzioni arbitrarie contenute in questa formula 5ono di numero 
n. Esse sono arlntrarie ^(i indipendenti fra loro. 

§. 98. Per .determinare frattaoto i valori »di queste funzioni^ 
io suppongo che siano conosciuti tiitti i differenti valori di z , 

z y z ,^ z ce. , 2; > cioè a dire tutti i valori di z f 

quando j^ =;=.o^ 4 , 2^ 3, ^/z — i . Se r equazione da in- 
tegrarsi appartiene ad una serie ReczirTO- Recurrente ^ quella sup- 
posizione richiede che siano date ìc n prime iile orrizzoutali della 
Tavola §. 87. che la rappresenta. 

Facjendo^ = o^ abbiamo j3^= I ; dunque dalla formula {2) 
del §. antecedente ricaveremo T=:.i, T'=:o ec, Ti=o ec ; 

facendo ^ = i , abbiamo /3^ = /3 , dunque Ti ==: i , e tutti gli al- 
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tri coefficienti sono nulli; facendo^ = 2>.si ha p = /3* ; dunque 

Ta = I j e gli altri coefficienti nulli , e così di seguito • 

Dunque se facciamo j^ = o nella formula trovata per z > 

*>> 

avremo z =zf(x)ì se facciamo ^= i > avremo z =/• (jx)i 

se si fa y = 2y s' avrà 

2^ ^ =^fi (oc) e così di seguito dho a z _ ^=f{^ — i ) C^'^) • 

Si conoscono per tanto con questo mezzo tutte le funzioni 
arbitrarie > i valori delle quali' sostituiti nella formula generale^^ 
ci danno 



z ^Hz ^ Tz 

Ti .a ^Tì'.z 



« # 



Ti"-".;. 



*H-jr— 1,1 






I,»— I 



Vediamo adesso come possono determinarsi i coefficienti T, 
T ec:,Ti,Ti'ec. 

Se dall'equazione (i) del §. 97. , ricaviamo il valore di /3 in « , 
e ne facciamo la sostituzione nell'equazione (a), e dopo avere or- 
dinati i termini secondo le potenze di a » facciamo eguali a zero i 
coefficienti delle stesse potenze 9 avremo una serie d' equazioni ^ 
per le quali potranno determinarsi i coefficienti ricercati T,T' ec., 
Ti, Ti' ec. 

La considerazione delle . diiferenti radici dell' equazione può 
ancora semplicizzare questo metodo : infatti se diamo all' equazione 
(a) questa forma 

13^=A-hAi.p-hAa.^*H-- • -^ . .-hA(;2~iy.p*^\Acs- 
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ft 

sendo un numero polinomio in » del grado y; Ai ut^ .altrp'polinor 
mio in a del grado^ — i , e così di seguito, *e indicÌLÌ^mo, per ^'i 
^" cc.y ÌG n radici dell* equazione ( i ) ordinata jjer rapporta a /3, 
s'avranno queste n equazioni differenti 

p''=AH-Ai,/3'H-A2.rH- : . H-Afft— i)'-^'' 

P'^ = AH-Ai,^"^Aa.r'H- H-A(/z~i).p"'''"^ 



if— I 



ec« .jeo* 



Per mezzo delle quali si determineranno separatamente le n 
-quantità A, Af , A2 ec. in,/3% ^' ec-; allora servirà sostituire in 
luogo di i3', /3" ec./i loro valori in « ridotti in serie ascendente e 



tstma 



Tspinti 'solamente fino alla j potenza per la quantità A, fino al- 



esima 



la ( jy — I ) per la quantità Ar, e così di seguito . 

§. 99. Ma per fare una applicazione di vqufesta Teorìa, sup- 
pongbiamo che T equazione da integrarsi sia* tìi secondo grado, 
quella cioè. che abbiamo proposta al §. 88.: avremo allora /2-= 2, 
e perciò V espressione del §. 97., per z , sarà 






Ti/i(3c).H-Ti',/i(a?-hJ)-i-Tr./i(a:H-a)H- . . . . 



f quazioai 



la quale ne rappresenterà F integrale completo. 

Per determinare i coefficienti T,T' ec , seeofido ciò che ab- 
biamo detto al §. antecedente, avremo i ' » 

P'' = Ah-Ai./2> nella qpale è . r . . . . .'t 

Ai==TiM-Ti'.^-f-Ti".at*H- . . . . . . H-Ti^^~'\/"': ora 

al §. 92. abbiamo trovato per P',^" due valori di questa forma 

p" = (2a^*^,&..~V^[77^fl6*•^^/2fl^•^-p], i quali ci danno queste due e- 
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^"^ = A H- Ai . /3", 43a «ni «i rìcava 



T _i_ T'- _i_ T" * _^ _L T^^ ' V — A — <3"^'^-^ '/3"^' 

l'lH-Tl'.;«-4.Tl".«*H- 'H^T/'""^/"* = AI 






•4 



Ora costituendo i valori di /3% /3''., sviluppiamo i secondi ment- 
bri in serie secondo 3e potenze di ^ > e ^iano questi -sviluppi 

9 

a^ acù^a ^— h .•..,.•—{- ^ ^ H- o ^ — h ce. 
O -s* o a -s* o « H- • • H- ^ « "H- o » H- ec. ( le 



quantità a , a' ec. b , 6' ca -sono funzioni cognite 'ài y t^he si deter- 
minano per imezzo della formula Neutoniana ) : è chiaro che la 

prima serie continuata fino alla potenza à, inclusive , Oi darà il ya^ 

lore <li A; e clic la i^eoonda continuata- fino alla potenza a in- 
clusive, ci darà il valore <ìi Ai ; quindi per il paragone delle po- 
tenze omologhe di« avr<emo Tc=:a, T' =<2' ec. Ti = ò> Ti' = 
b ec. 

Per farne tin esempio prendiamo a risolvere V equazione 



z — xz -+69 =0: 

- • * 

« 

facendo z = ^ ^ , s' avrà fra « e jp quesi'^equazione da risol- 



versi 0* — 5»^ H- hx = o , la quale si «cioglie in questi due fat- 
tori |3 — aa,.;/3 — 3», e perciò secondo ciò che è detto al §. 93,, 
abbiamo per il di lei integrale ^ 

1& =3 ^(a;Hrjy)H- 2 p'{x^y)y il quale è completo perchè 

contiene due funzioni arbitrarie • 

Se si adoprasse il metodo superiore , facendo /3' = aot , j3" = 
3« , avremmo 

Tom. I. E e 
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A = <3-^--»-3^)^^ "" , Al = ^s^-'^»^ cioè 

A = (3«a — a. 3 )« ,Ai=(3 — a )« jè dunque eviden- 
te che 

T = T' = T"=:ec. = o%T^'^=3./— 2.3\ 

Ti=Ti'=Ti"=ec. = o,Ti^'"'^=/ — a^, e perciò l'inte- 
grale ^mpleto secondo qaesto metodo ) sarà 

«^ =T''' .f(x-i-j)*^Ti ^""^ /rC^H-^ — t); ponendo ora 

per T , Ti i di loro valori , avremo 1* integrale 

• • •• 



il quale è completo perchè contiene dae funzioni arbitrane . 

Facilmente si vede che a qaesto integrale può darsi la stessa 
forma di quello trovato qui sopra col .metodo del §. 93: in fat- 
ti essendo 

2,,^ = 3'(/'(«^J'--0--2/(*•^J^))H-a^(af(JfH-^) — 

fi {x-i-y — I ) ), se ponghiamo per^i {x^\-y — i ) — af ( x 
y) un* altra funzione <f> (a?-f-> ); e per 3/(a?-i-^) — fi {x 
if — I ) una funzione p («?-f-^ )> avremo 



^ 



« ,= 3'^(a?H->)H-a'^'(aPH-J')i come sopra. 

§. loò. Passiamo adesso a parlare delle equazioni lineari a 
dijfereoze iìnite e parziali a più funzioni variabili z ^u , <o , 

ec. Se fra queste funzioni si hanno tante equazioni quante sono 
quell# funzioni medesime > ecco come possiamo integrarle • 

Facciamo 2; ^=1» p ^ u =a«p ,(o z=b»^ y ec es- 

Jp,jf x,y Xtj 

sendo a, 6 ec. costanti da determinarsi; sostituendo questi valori 
celle equazioni che saranno proposte , e dividendole ciascuna per 

il fattore comune « /3 > avremo in « > /3 , a > 6 ec tante equazioni , 
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qnantè sono le costanti a^h ec più una; se adunque per mezzo di 
queste equazioni s^ elimineranno queste stesse costanti , !U q'ial co^ 
sa facilmente può eseguirsi perchè dette costanti vi sono sotto la 
forma lineare^ avremo una equazione finita fra » e iP , la quale ser- 
virà a determinare una di queste costanti » , ]P per mezzo dell* altra . 
Potremo adunque trovare , secondo ciò che è stato detto sopra , il 

valore di a'p e perciò V espressione completa per z ; moltipli- 

cando in seguito guest* espressione per <z ^b ec. , s' avranno le espres- 
sioni di 7/ ) (0 ec. 

Noi rimandiamo i nostri Leggitori all'Opera del Sig. La -Gran- 
ge citata ( §. 86. ) . 

A questa istessa Opera gli rimandiamo jier V integrazione ttel- 
le equazioni a differenze finite fra quattro variabili x^y^u^z 

ed è certo che avendo ben compreso ciò che è detto sópra ^ es- 
si non troveranno alcuna difficoltà nel comprendere tutto quello 
che riguarda Y integrazione xii tali equazioni ; solo qui parlerei 
mo di una equazione del primo ordine . 

Per integrare Y equazione • 

Az^ H^Bjs ^Cz ^Dz =0. 

f^iytU *H-l,jF,« x,y^i,u XfypU-^t 

Facciamo z = Cct^^y^ ; a > /3 » y j C sono quantità costan- 

-* f y 9 ^ 

ti da determinarsi, e sostituendo il valore di z nella propo-» 
^^y f^ ' . 

sta, avremo dopò averla divisa per Qa,^^y , 

Ari-B^H*C/3^Dy= o, dalla quale si ricava y =:^ -f Z?a -+• 

♦ 

c/2f , avendo fatto — ^:=a> — ~ = 5,,~^ = e: sarà dunque 



z 
^»y>u 



Ora svolgendo la quantità (a^ba^c^) in una serie ordi- 
nata per le potenze ed i prodotti di f e P;, e móltiplicdiido la sud- 
detta serie per C*'^ , avremo per z una espressione di que- 

X^y y u 

Sta forma 
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cti.«V-**'h^cti'./-^V^'^ 
CP2./-*— V' 



-b 



CT(m).«V"*'*. 

Bimanendo indeterminate le quantità G^^,^ e T equazione 
essendo lineare ^ potrà prendersi per z la somma di un nume* 

ro- qualunque di simili espressioni , cangiando a piacere i valori di 
G 9 « 9 e /§ . Di qni si ricava per mezzo di un ragionamento simile 



t w 



a quello del§. 86. che può sostituirsi ad un prodotto C* j3 una fun- 
zione arbitraria ^ ( f > z/ ) delle due quantità f 9 e u) : sarà allora V e- 
spressione generale di z 



**y 7^ 









-4-T(M)^(ap,jf-|-z«)» 

che rappresenterà 1* integrale completo della proposta , perchè con- 
tiene la funzione arbitraria ^(x,^). 

. Allorché scioglieremo alcuni Problemi che dipendono da si- 



mìH: eqmiìoiii a dviftiseirz sbpreci dettaiglL 

di qnc^o metadov^^^^ì-'d\aitr^oaide:nion.liai]no tiJcunziAìBkcitk: . 
tli contenteremo qui di' far osservare che le formule generaliv 
per le combinazioni ( §: 24: ) dipendono dall' integrazione di que- 
ste equa^ionr. Cosr pw sapere- quante sono le combinazioni, o ini- 
qua n te maniere si può dividere nn numero a? di lettere in tre parti 
tali che là: prima ne contenga un numero j^, la» secJOlida' un nume- 
ro i^, s' avrà: per risolvete. .il Ptoblem» questa eqnazipoe 



indicando^ per z ciò che si cerca . 

Se quel' numero- di lettere dovesse dividersi in quattro parti 
di cui 'lai prima* ncJ contenesse" un ntlmero*^;iaJ seconda un' nume- 
ro i^i la terza un numera co , allora indicando per z ciò 

che si ricerca ,t avrebbesi T ceduazione • 



• • • 



Z == Z H- Z — h 2; 

z :: 

e cosi di seguito per un maggior numero di parti. 

Sarà bene che i nostri leggitori s' esercitino ad itìtegràre qne- 
st' equazioni ^ onde ottenere direttamente le formule date per indu- 
zione a quel §• 

§. IDI. Sia ora da integi*arsi T equazione 



» * 



A2; H* Bz H- • • • -J- Pz 

B'z ^ ...... . H-P'z 




X 












nella qnale A ,B ec P >.P ec.| X si sùpponèono funzióni date 
Sella variabile *. . 

Facciamo in questo caso z ^^» S^r^ ^ > essei^ido y u 

X-J y X X i. XX 

/ 



due fanzioni di a; da determioarsi e fi noà cùstaLÙte mòetarmu 
nata ; ed avcemo per determinare a noa equazione ili qoeeta 

format 

fi)..,. .Ai .« -4*Bji .-«6 -rj-C-i .^ -;j-».., .H*Pi -a =o 

Ile^a quale 

Bi =bh-g'ph- .,....: H-p^^"^' V""' 



« • « .« • .♦ • -• 



Pi =P; 



»C-r- 



>r. 



e per determinare u un'altra eqaazione di questa forma 
(2) — Aa .ti -h'Ba .u H-Ca* .a h* •••H-Pa w ==}r 
nella quale 

Afl «= A^Jl'HrC -^ .... .;. . H-P'^''^ 

Bà =B-^C'-^ . h-P^'""'' 



» r • 



'/. 






Pà =P. 

4P 



• • ■ 



t ^« 



' L' .equazioni (i)v(a) supej-ano le attuali forze,. dell' Analisi, 
come «è stato dimostrato nel Capitolo antecedente . 

Si vede però die T integrazióne delle equazioni a differenze 
finite e parziali a coéflic^epti funzioni di una variabile, dipende 
dair integrazióne delle equazioni a differenze finite ordinarie a 
coefliQienti .yjiriabili., di modo che ogni passo fatto nell'integrazio- 
ne di queste, ne poita uno neir integrazione di quelle; cosi i Teo- 
remi del §. 70. hanno luogo anche per quest' equazioni . 

JSe air equazione manchino q^ièi termitó, nei quali gli aumen- 
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ti èùltìà èc ?oiio maggiori del? unità , se è cioè 



• • 



» 




ir Z 

allora lè dtie equazioni (i) > (2) diverranno 

Ai .« H«Bi •« =a,. e Aa .zz H-Ba .tf , ,=X. 

-Dallas seconda di queste due equazioni* abbiamo Étcìlffiente 
il valore di u per ciò cho è> detto al^. 461 

^Rapporto* poi alla^ prima ressa contiene, nei suoi coefliciemi 
r indeterminata fi , della qnale ci servix'emo per introdurre neir in- 
tegrale una fnnziofle' arbitraria . 

Infetti facendo — Ai :Bi =eia è ( §. 45. ) 

A ==: G/v ^m - ^m * * m *m y essendo G una 

costante arbitrana e perciò z = Ctf .m .m m .m ^ 

u . Ora essendo : j r^ 

X 



m 



.__ ^^*"^* — -- _ _^ ■&■ ^ ■• • « 



* B'- ~«^^^.« . .»(»-').,•-» ' 



•^ 



riduciamo in sene secondo le potenze di /3 , T espressione 

• • , * ^ - : .il" 

77Z .m .7» • m .m « e sia questa 

T/^T/""h-T"P'' " ^^T"/"^ -^• ec. , 

avremo allora .... 



• • * 



ali* esponenziale indeterminato f può sostituirsi ( §• &6. , 98. ) 
una funzione qualunque arbitraria dell* esponente y H- *« » sarà in 
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conseguenza cosi espresso l'integrale vdelk proposta, e^pHU^iOtici 



X ,y 



=.T^ U -^f*) -I- T>(:y.-i-.f* -r .1 )^T>(^-|.ff^ 2)^ 



f • -• 



I .- 



ec. 



u , 



: indicando per p (j^^/x) rjuella funzióne :arbitraria. 

Per iJeternriuftre questa funzione ) faedamp ,le stesse riflessio- 
ni che abbiamo fatte ai §§. .86.^98. .«. troveremo <p ( ^ H* f* ) = 



Oyy -hik 



u 
.0 



Se i coefficienti dell' equazioni «sopr^ trattate , fossero costan- 
ti, allora il secondo .membro deli* equazione potrebbe anche aver 



%♦ 



questa ^rma:X*4- Y, <)vvero anche (/X'^i^Y essendo X, Y fun- 
• zioni réspettivamente di a; e di j' ^ .ed a « r6 quantità ^costanti * 
Per ottenerne .r integrale faremmo 



a p 



'•J 



a u H* A ^ essendo a e 1(3 due «costanti , .ed u , co 

due funzioni réspettivamente di oo, ;e.di j; da ^determinarsi ; credia- 
mo inutile trattjeiiersr a fgu^e -un -dettagliato generale fviluppo' e piut- 
tosto ne applicheremo il jmetodo ad "^m esempio . 

' l^f^ale jè^ iL/*fermine-genei'ale tli .quésta ..serie Reèuii^O'^ ^è- 

currente? ^ \ . 

t t' ?.J,.-. Ti* '' •• 

»■ • . .• > • K .- y — -^ ■ ^^ ' . , , ^* * ,. .* 

o I a .3 4 • ^ 



• * • r 



)') 



o 
I 

3 

4 



I 

5 
II 



6 

25 



j 

.7 
.39 



I 

8 



9 



»<l 



• • •■'•,• • 



> • ■ 



• • • • • 



« » 



\.> .. .^i . 



ZZ 



1 

79 92 :»o5 Ji^ 



• > • 



• 



• • • • • • 



* - - - » . — ♦ 



- ♦ 



»• i 



« • V « 



^^>; - 



In questa serie ciascun tarmine zh aguale al suo indice x^ 



esima 



' più il numero 3 elèVató'alIa potenza j/ , piii il termine z _ 
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«he ne è immediatamente al di. sopra, più il doppio, del termina 
*che segne quest* ultima:" 

L' equazione adunque , da cui dipende xl termine generale ri- 
cercato, sarà 

■ 

Pongasi « =z^^ ^u H-w « facendo le opportune sosti- 
tuzioni nella proposta, avremo; 

x^ y X-V'^^l *"t-f,^"^I 

^ -»- *^^.> -I- . r^ -I- ^-1- >-i^^ 



la quale può spezzarsi in queste tre 

a 

|3 = I H- a« 

az^ ^4* a? = o 

tó ^ — QW =o 

dalle quali si ricava * ' 



# -^ 



a a. 3 ' 

• • • 

u)^--|:2,— = 3 .22(-)=-2 H.3C: 

avremo adunque 



ed in conseguenza ( §• 86 ) . 



• Tom L • \ I* f - . . • . 



« t 
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rappresentando /'(o;) una funzione arbitratrìa di x . 

Per determinare questa funzione, facciasi j^ = o, ed avremo 

z =/(*)h-z/^H-« : dunque/(x) = s ^ j^ — . « : 
r espressione adunque per z y sarà 






• •» <• 



y 



^ (^;,^^-ì-y(J'-ì-^^'— OH-a — C)— !.(«— I) 



Ora la costante svanisce da se medesima y poiché la somma dei 

V <M • 

coefficienti di — Cè(iH-a) =3 , e perciò nella espressione 
suddetta avremo — 3G*4-3G = o; sarà dunque 



X ,y x,o •'^ or -4-1,0 

« 

''' a. 3 ^. *-e3,o .3 ^ '•' 

— a . 



• • • • 



H-a(z H-— («H-y — i))-i-a.3 

Siccome tutti i termini della prima fila orizzontale sono eguali 
all' unità , così per avere il termine generale di questa^serie do- 
vremo fare nella ritrovata formula 

z = » , = ce. == I : avremo allora > fatte le opportune ri- 

dazioni 

z =IH•J'(a;H-3)H-a^ll^^-::i-H«^H-3)-^a^^i^!=^^^V*-i- 



1 
\ 
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Scafii« = a>> = a> avremo z =i-^-a.4H*a.5H* 

3 . 3* — a' = ap come appunto è nella serie . 

§. 1 oa. 11 metodo d' integrazione che abbiamo dato al §. an- 
tecedente è appoggiato allo sviluppo in serie secondo le potenze 
di Q della funzione 

*I7Z ^m .m m .771 . Ciò potrà conseguirsi se- 

condo i diversi mtstodi conosciuti i fra i quali dovrà l' Aiialista sce- 

gliere il piii adattato alla natura della quantità m. = — j-^- 

X X 

Solo quii avvertiamo che la -serie è sempre finita > quando il 
denominatore non ha che un termine > ed è allora composta di un 
numero (jaH-i)(a7 — i) di .termini . « , 

Qualunque però sia il nmmero dei termini che cempon^no il 
numeratore e denominatore di quella frazione^ se ne potrà ottexKi- 
re lo sviluppo nella seguente jnaniera : 

la frazione A-.B-^-^é^-/3»^,...^^P^^V 

nella quale A,B' ec.^ sono iiinzioni di »> pnò ricevere siemprc 
questa forma 

« P ? f * 

' IH-*' ,9- V*" r^-^ H-^^*- V"'^* 

X x'^ X 

essendo n yà ^a ec..^ A' ,6" ec., funzioni conosciute di ^;a- 

XXX "X 'X ' 

vremo adunque 



m .m .771 • m .m -=^1 *n .n 

** — 1 dP — 2 JP — 3 2 1 **— 1 ir — 2 JC — 3 



• • • • 



* — 2 4? — 2 V P/^ f*P 



« • 



\ 
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Ora supponghiamo che il pi*odotto delle quantità conoplesse 
. contenute fra le parentesi, sia eguale a questa serie ordinata se- 
condo le potenze decrescenti del |3 

T H-T' f'^T: fì-'-HT" |i~^H^T"" bT^^T^ p~^H-ec.,' 

XX X X X X ' 

ed allora tutta la difficoltà consisterà nel determinare le funzioni 
T , T' , T ec. ec. 

XXX 

Per questo f^icciarao Crescere x di una unità, ed avreifio 

X X X '^ ^ ' 



XX • X 

'—- — ^t ^^— r — ^ X ec. ec, == T 

iH-i' >-' + ^i^"-^\fi-»-^' 

T f'^T' a-"VT"'' ^"^-^ec. 

jf H-r x-¥ i^ x-^ I 

L' equazione per determinare quei coefficienti sarà in con- 
seguenza \ 

(T ^T f^'^T' p"- ^ ec. )x . .^ •' .• • . • . • • 

^ X X X ^ V 



i; 



-■ • • --=■ • ...-f.*">^-"i 

' X f " rrr 

^(.-i)-«-rrj[ — 






• « • 



^i' /3 -1-^" /3 --f -*•*' '^ 

X X - • . . 

-I 



T' fì H- T" fi "h- ec. , la 'quale .oi'dine'rema .secondo le pb- 

tcnze negative di /3, ed eguaglieremo a zero i coefficienti di que- 
ste potenze , per averne le seguenti equazioni 

T — T =o 

X^ I X 

T — T' H-i' T —a T =o 

JP-*-! K X X ^l 'XX , 

T" — T" ^ò' T' — a T' H-6" T — a"T=o 

«-M *• X « + l XX X » -H « « 

Jl" — T" H- 2>' T" — a T -4. è" T' — a" T' ^ 
b'" T —a" T =o 

« X-^l X X 
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jr -f I 4P « x^x. X X X x^ì X X 

y" T' —a" T H-6"" T — a':"!' =a 

4P jr-+i ;r. jp jip. ;ip-t-i. x x. 

ec. ec. 

di cui è chiara, la legge.. 

Da queste equazioni, integrate. che. siano i ricaviamo ^ 



T = 

X 


— G costante 










- 


T' : 

X 


X . 


-C6' 












rrìff 

X 


— C2a" - 


r^^jj 


X . 


< rp' ' ^ 


-26' 

4; 




p»^ // 
« 




G26" ^ 

X 


C2a' 


2a — 


C2a 

■ X 


26'> - 

X : 




2a' 




C26' 26' 

JP 


4P-fIi 






m 







ec. ec. . 

Il nostro integrale, sarà, adunque; così espresso < 

« 

La costante C è = i , come: può vedersi facendo. |3 = o nel- 
la serie cUe abbiamo ♦ supposta per esprimere il. Valore di quel 
prodotto • ; :: 

Se la natura dell* equazione; desse a = a' = ec. = o , co- 

* XX 

me pure h' = V = ec- = o , -allora avremmo . 

^ X X' ' ■»: • ■ I 5 



T = 

X 


= I 


X 


= 2a' —26' 


X 


=2a' T' —26' T 


T" = 

X 


= 2a' T " — 26' T" 


X 


= 2a' T'" —26' T' 

4r X X 'X'^l 


ec. i 





\ 
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c se ài più fosse aacora Ò[ = o ^ cioè la frazione complessa ei ri- 



ir 



ducesse ad . i h- «' , P > allora sarebbe 



T - 

X 


: r 


T = 

X 


ir 


X 


* X 




= ^a 2a' 2a' 

4r ;p or 



ec. ec* 

In questo caso è facile vedere che la serie terminerà dopo il 

terrtliue T ^ inclusive : infarti questo termine T 

conterrà x — i segni sommatorj che appartengono ad a . Ora 
quando vi è un solo segno somoKitorio come Sa , la serie cui que- 

X 

sta somma è eguale 9 comincia da a *: quando vi sono due se- 
gni sommatòr),H;omincìa da a ec. ; quando adunque sobo a; segni 
sommatorj > comincia da n = a che si considera zero > poiché 

X — '* o 

si suppone òhe i prodotti comincino da a ; e. perciò T: e i suoi 
seguenti saranno zero; V integrale adunque finirà al terraipe 

§■ ^03 Quando i coefficienti di una equazione a diiferenze fi- 
nite e parziali , sono funzioni di piiì variabili j V equazione jion può 
ihtegrarsi che per certe determirfate forme di coefficienti . 

Sia per esempio da integrarsi Y equazione del secondo ordine 



Z ^m .71 .z '^P *^ H-^ .72 .2^ =0 

x^y y X X'+ìry *jf x^y^i y x x-M|j'-+'i 

nella quale m j n ypyl^ sono funzioni respetti vameate delle 

variabili poste in basso 

Per integrare questa equazione io faccio z = co . i^ ^ es- 

X fy XX $y 
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V 

sendo co una funzione di x da determinarsi 9 ed u una funzione 

delle due variabili x , j/ egualmente da determinarsi } sostituisco 
nella proposta , e dividendola per w ho ^ 



u 

X 




1» » 

w 

4P.- 


< 




z 


,Jf-H 


o> 






la quale determinando w in maniera, che. sia == i ( ciò 



Cd 



che è sempre possibile ) divienei 

u -^m .u H*P 'U ^l\u =0. 

Questa equazione ,. avendo, i eoefiicientt funzioni di una sola 
variabile, appar-tiene alle equazioni trattate* al §. 101. 

Si potrebbero trovare altre forme d* equazioni capaci d'essere 
completamente integrate (a); noi però ci tratterremo soltanto a 
parlare dell' integrazione di alcune nuove equazioni da nessuno 
fin ora trattate, e per 1* quali non sono sufficienti i metodi d' inte- 
grabilità .conosciuti; queste equazioni sono, di una diretta applica- 
zione nella Teoria degli azzardi ^ 

Abbiasi Y equazione. 

a) z =-^2;. H" ^ ^ z. 

• I 

nella quale et ym ^n sono funzioni date di j(/ , di a? > e di a? — ^ 

y respettivamente . 

Per integrarla facciamo 

Z =-l f^^^aV 

*yy v»^ ^ 

essendo 



(tf) Sì veda per questo il mio Opuscolo Analìtico sopra T Integra- 
zione delie Equazioni a DiiTerenze Finite: Litorno 1792. 
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y y >*-! >-a i 

y /z :=: n . n \n ....... n 

\^ni z=zm .VI :m m 

X X dp— I ;c — a I 

ed a,^ due costanti indeterminate . 

Avrehio allo ra> facendo le opportune .^sostituzioni ^ 



X — 




-J' 


X X* 


-l 

■.■/ 




X Jf — I 




a 






• • • 



equazione che divisa; per il fattore comune 






y 



diviene n/3 = i h*'^ • 

Da quest' ultima -equazione fra « «//8 ottenghiamo 



— I 



p = («— O =^(r--« J ', e perciò 
sarà dnnque 

VA...V 






■f^-' — i:i -» . H- ec 

a. 3 



}^ 



ed introducendo la funzione arbitraria iijvece dell' indeterminata 

X ""^ y 

66 , avremo 



3 ) -f. ec. ^ . 
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Questa espressione sarà Y integrale dell' equazione proposta . 

Per determinare la funzione arbitraria facciamo j^ = o | ed 

avremo ( l^ quantità y» diviene allora yà * ed è = i ) 



y ^ o 

^ ( a; ) , dunque ^ ( a? ) = — ^ z ed' in conseguenza 



X 



;5 q=: — d — s? 



A]t>lnaino (Ietto ^uì sopra .che ^a == i ; infatti 
TTje. s=« .« «.«» ovvero^ 

m = > y-» ^-^ ^«__i, e facendop =:7r " 

•^ ^ y jf — I J'— /-M 

a .a .CI ^ a .a 

v7#i = \7^ = J—1LZ2^JL — ? ?_f =:: I come noi abbia- 

mo asserito . 

§. .104. Abbiasi da integrare T equazione £i:a quattro ra* 
riabili 

nella quale h ^0 ye jf ^ sono funzioni respettivamente dì 



a; 



*jf,tt,a?— ^ — «. 






Facciamo a == V * /«->-> /e^ ' 

X 



Tom. l G g 
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essendo 

rr/r. =h .h h 

y X X *— I e 

^ M m «r— I C 

ed le 9 /3 e y quantità costaqti indeterminate . 

Fatte le opponane sostituzioni , si ottiene ù^ le indeterminate 
suddette V equazione »^y = ^'^^^|3^ , dalla quale si ricava 

y = -^ • — f ' — - j e perciò . 

a" "" «tj9 

r' 

sarà dunque 

2 -s= — Z :__ i — z« jyy = — i — > «^,* *- — =^- — -i-^'« . X 

» / *-«-'/«>. *-« — 'fly-^S , «(«-4-1), *— «-a-y . 

▼ ^ ^-ll'l «a^^ «... 



* « 



2« P H- « p ) Ht ec. I . 

Ora sostituendo in vece, deir indeterminata a ^ p , una fun- 
zione arbitraria p{x — w>j^)i e quindi determinando il vaJore di 
questa funzione > avremo 

j91 '..■ —————— 'I ■ Il N ''*■■ ! ' III 2^ ' ^'J* • • . • • • • • 



\ 



CALCOLO DELL! DIFFERENZE FINITE GAP. IV. ^2$ 

2 — JP — »— 2 ^ 4f — <f- 2 



z 



— 1^— 2,jK— 2.oy y 



'Jf — 2 -'x^y — u. 



per esprimere T integrale della nostra equazione . 
Per integrare V equazione 



i» e 






« 



Eonghiamo « = -JL-JL»*^ essendo al solito 
J' • > ;» — I j»— a 2 1 

« jr *— I jr — 2 2 i 

V^- _..^ = ^ •<? -C C.C; 

x-i-y x-i.y x-+y — l X'+y — 2 % I 

facendo le opportune sostituzioni nell* equazione (e) , è dividendo- 
la per il fattore comune a tutti i suoi termini , avremo fì-a « e ^ 
quest* equazione/ «j3 = « h- ^, dalla quale si deduce /3 = ( i —. 



~i -» 



« ) j e perciò 

Va . 7^ 



Z 



y * 



X ^y Vf 



L*^y/^'^>J2^^*''*^yAL±^UL±^y^ 



x—z ^ 1 

n •+• Ce. > : 

introducendo ora la funzione arbitraria e determinandola come si 
è fatto qui sopra per le equazioni (a), (è), s' avrà 

Va .Ve 'C ^^ Ve / . % 

z =-^ — ^i^z ^y_liiia ^yJjL±J:}x .... 
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Ve 


,0 a. 3 ^'«_a *-3,o^ 


ì 




L' equazioni 


m 








— ^ Z - *• * X 


i« 












{e) .... Z ' — 






sono integrabili col medesimo metodo facendo per la prima- 

• 







2; = _y! — f? — ?« Ey ; e per la secooda; 

2^ = — 0[j+jO_:^_ — u--'>);3 ^y ^ ^j operaodo come ^biam 



X 

• 



fatto per le altre equazioni . 

Noi ci siamo trattenuti ad integrare le equazioni {à)^Q>)r{c\% 
{c2)j(e) poiché esse danno la soluzione dei' Problèmi sópra le 
probabilità ,. ( proposti e risoluti dà La -Grange (Atti di Berlino 
1775. ) per il caso della probabilità costante ) quando questa» pro- 
babilità è variabile . In una tale ipotesi non erano sufficienti i me- 
todi di quel Gran Geometra • Vedremo tutto questo ctiàramentfe 
nelle applicazioni agli azzardi che ponghiamo in fine, di quiesto^ 
Trattato. 

§. 105. L'equazioni che abbiam©- integrate avevano i eoe/fi- 
cìenti funzioni di 07 e ^^ ma di una determinata forma: la se- 
guente 



az ^hz H- pz = T é inte- 

x^y .TH-l,>-n ^ x-^m^y-^m • 

grabile qualunque funzioni delle variabili oc ) y siano i coefficien- 
ti a , ò^c eco ed il secondo membro T, Per questo facciamo x — 
> = rr, a? == «; avremo j^ = w — m. Se adesso in vece delle due 
variabili x ^y si sostituiscono neir equazione i loro valori w , 
co — z^ > la funzione z diverrà una funzione di ir e di io che noi 
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rappresentereino per t . Delle dnp variabili ^^Uy la u non va- 

ria col variare, di a? e di j^, poiché è e^alp alla, lor differenza, la 
quale è costante quando ce e y crescono della inedesima quanti- 
tà :. ayh y e) ec. r T divengono funzioni delle variabili b^^a che 
indicheremo per eé yb\ e ec. T' . 

L' equazione proposta diverrà adunque 

Ora h &cile vedere che in ^e'sta equazione pojssiamo suppor- 
re u costante , poiché la siia variazione é nulla : i coefficienti allo- 
ra' potranna considerarsi come funzioni di una sola variabile. co, e 
servirà integrare r equazione in .qpe^ta. supposizione; in vece poi 
delle costanti^che V integrazione introduce , si porranno tante ixxt^ 
zioai della^ varrat>ìlé che è supposta costante > cioè tante funzioni 
di uy valeva dite di a;-=— j^,. K integrazione adujique dell' equa- 
zione proposta dipende da quella di una equazione a differenze fi- 
nite ordinarie a còelfficienti^ variabili , delle quali^ è stato parlato 
al Gap.,n^. 

Per fame degli esèmpf prendiamo ad integrare V eqQazione 

z z=z xy^z y ovvero^ facendo crescere le varijibili di un* 

unità , r equazione^^ . i • ' 

( oj H- 1 ) ( J' H* r )'2; — z =r o. Ponendo ia. quest' ul- 

tima equazione w per x e (d — u per jy ,. abbiamo^ ' 

( .'x) -i* I ) ( w — a -4- 1 )' * — t =1^ o ; t^ qualerè una.equa- 

zione a differenze finite del primo ordine,- il cui integrale . nell;i 
supposizione di u costante > è . 

t =: G. r.a. 3;. .\ • . .w(i — uf{^ — ^)*(3-^^)* ....* (w — 

u^^ i e perciò ponendo ^(*-t->) per G, ;» per tójx—j' per z^, 

= ^(a7— j^).i.a.3 a?(r— «H-^)*(a'H-^ — ^)*(3 — 

X ^\^ y^ y^ cìie é integrale completato con una funzione 

arbitraria ^(jc — J*)- 

Per un secondo esempio , proppnghiamo T equazione . 



z 
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r • 



ór.a'.z -hA;.4' ''' —'(x^^2)z . i=X, essendo X 

fina qualunque ftinzipné'di x'. ' 

Facendo 2^ =s=»[:./B?!h^z^ , avremo (dopo ave» fatte le dcbr.- 

te sostituzioni e aver divisò per il fattore comnoe P ) jper deter- 
minare ai questa equazione 

• • t - , - . 

« ==^ . •/ ■ .j-^ ,,. ovvero . , . , , » 

t 

« =» . >--I^___ ( I -t- 3*(3~" )i onde 



I 

I. 

) 



• / ' ■ 



fS"" )(iH-a'. p ) . . . • .^ . Ctrl*^0 )' i^aesta equa- 
zione secondo ciò che è statò detto il §. 102.^ diviene 



X 



B _ 



IE)2 ) ; ora esegaendo le integrazioni , abbiamo 



22 



a— I 

22" 22 



*^, « . . 3*» 



(2»-l)ta-i) • 



22 2a 22* 



(2'-i)(a»-i)(a-i) 



22 22 . . . . . . 22 



• ft*t*-') 



• 



(3'-' — i)(a«-»— i)(a*-'— I) (2*— i)(a-i)» 

dunque moltiplicando T espressione di et per p > ed osservando che 

X 

• • • 

per il medesimo p possiamo prendere qualunque funzióne arbitra- 
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ria di j' rappresentata per .p {y)i avremo 1* ìnteg^le della propo- ^ 
sta così espresso ■.'-.,;■;*. ^ • 



aCa^—O— ')H* ^^_,^,^^^ ^Cy— 3(ag-~i)— a)^ 



a»(»^-«) 



♦ f 






La quantità poi u è data da- qnesta equazione 
a: ( 2'h- I )u — \o6^, — a)M =X; sarà per tanto 






« 






§. io6. Esponghiamo adesso il metodi immaginato, dal* Geo- 
metra La - Place per integrare ,. V e<|i;iazioni a di0erenze finite e 
parziali a coefficienti funzioni di mia' sok variabile ; metodo che 
si trova nefl Tornò VIL- delle\BTcmpriie presemate air Accademia 
di .Parigli $a.pporremo-in questo cl^e]»: forma delle eqngjzioni sia 
tale, che le. variazioni di ce e di y siano negativeV essendo iaoi'lé 
ridurle ad avere le variazioni positive, qnàli Tè abl^jaitìo' fco'nsi^- 
rate fin ora. . ^ ., . , ; , :, 

Sia pro^QSta adunque T equazione 

(A).... a ^A z' ■ H-B z H-C nell». quale "A" ^ 

B 9 C ' sono funzioni date di ce . Se in questa ^iiazibi^e facciamo 



^ = 1 > avremo 



«• * 



\,y I o,> • I I .jr — 1 



% t=i^A z H-B 2; • H-^C ve ponendiDi.oini tfcaBdone qna- 

• • ":r • - » 1 j- ' • 



lunque (p {y) per 2 i sarà 



r\ -^ *- .''*f"»-— f»--fc 



(i) z z=A p{y)^B ,z _ H- C .. Se nella proposta si 



fa a? = 2 > avremo , 



^ >.*| «••4». Vrk .«* •• V^^t»^*»-*' 
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». 

(a) . . ' • \,^\^i,/^\^^^y^i^^^y'^ scemando in ^ues^a 
equazione la y di una unità,, si trova, 

z =A ;? .^B^z -j-C da coi si ricava il valore 

di 2 ^ che sostituito nell'equazione (i), é^ià 

nendo ora questo valore nell'^equazione ( 2 ) > ella si ^ob^drà in 
questa 



.\ .» 



(A')...z —(9 r+-B 3a -H-B .'B .« ==A (4 ^x 

V / a,>, ^."i.; :, a/ ,8,^— i -i - a a.,jrT-a -a^!^*^ * 

(j' ) -*- C^ ) H-'Gjj ( ,Lrfr,B^ ) • L'equazione ( A ) da ancora 

" ; 1.1. • • 

(3)""Z ' =A'.a. -f-B -z '^.J-ti-C , da coi si ricava 
2 . =r A- -z ' -f»B .z ' — f» C 

$>y — i 3 2.^—1 3 3»^ — 3 3 

■ /'a ^ ~A;.i • , ;HrB ."2" . -f.,C . ': 

• 3.>— a : .3. .-fa ,>—».' .■••3 3,yT:3 ■. l 8' .'• - 

Se adesso nell'equazione (A') si sostituiscono i valori di 

è . > « ' ricavati dàll* equazioni (irecedeoti , otterremo "un* 
• a»jf"*i. afjfT"?' • - ... 

valoce ^9 il quale Ci3sendo sostituito nell' equazione (^) la 
Gambiera nella ^.seguente ., ; < > ; 



(A*V...« — (Bh-B-ì,B)ì5 -|.{B (B -j-B ÌH- 

B3)a — BBBa '== A (A (^ PU) -h 

•ra/ 3,,y— >. -i a'3^3.>— 3 :. 8^ a^ ^^*'''. - 

C )^€ (j— B ))-i-C (i— B -r-B -t-B B ). 

1' a^ a"''* 3^ I a* la' 

£' £icile Feéens .che feÌQdìeI:^amo per- u - il secondo mem- 

bro 4ell' eqnazipue (A') fi per ;u qneJUo de]!' .equa;^ ipnei {À'J 
sarà 

u =A a H-€ (i— fi ~.B H-B B ). 

2,> 3 ^*y 3 ^ ' a I «' 

Conti nnando a fare uso della proposta (A)i avremo 
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(4). -.a = 


= A .z H-B.z H-Ce ouìikIì 

4 3>> 4 4»^ — I 4 '* 


z = 


4 3»> — I 4 4,^ — 2 4 


z = 


4 3'-;' — 3 4 4,^» — 3 4 


z •= 

4,^ — 3 


= A .z -t-B .z -H-C 

4 S.J'— 3 4 4..> — 4 4 
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oueste tre ultime equazioni danno ì valori di z , z * t 

.15 i quali sostituiti neir equazione ( A* ) , daranno una equa- 

3 > J' — 3 

,zione da cui si prenderà il valore di z per sostituirlo nèir e- 

3 9 y 

quazione (4) : fatta questa sostituzione troveremo -questa equazione 
(AM....S — (B H-B H-B H-B )z H-(B (B h-B 

B )H-B (B H-B )H-B B )z. ^(B (B (B H- 

i"^ 31 a-' I 2^ 4»> — 2 ^ 4 3 t 



B)h-BB)h-BBB)2; h-BBBBz = 

fà^ i s'' 1^3 4»> — 3 1334 4,> — 4 

A z^ ^IH (i—B — B — B h-B B h-B (B h-B ) — 

4 2,^ 4^ I a 3 23 4^ ^ 2^ 

B B B ) = zz . 

Continuando il medesimo andamento y si vedrà facilmente che 
giungeremo ad una equazione di questa forma 



(B)....z —M.z H-N z — P H- 

^T z =1/ ^ 

nella quale x è ^considerato come costante: questa equazione po- 
trà trattarsi perciò come una equazione a differenze ordinarie a 
coefficienti costanti . 

Esaminando i coefficienti delle equazioni (A') , (A") , (A^) ec. 
vedremo che per determinare M ,N si hanno le seguenti equazio- 
ni del primo ordine a differenze ordinarie 
M =M H-B 

X JP— I X 

N =N ^B M 

X j?— I • X ■ * — I 

Tom. L H h 



/ 
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ec. 

T =T H-B S 

x,y X Jp— i,;f x^ xr^i^ xr^n Xr^l^ 

X — i.'^ 

L' integrazioni, di queste equazioni '. ci danno * 

M =2B 

jp *-+i 



• ' • a 



N =2B 2B 

€0. 

T^ = 2H_^^ 2B^^^ 2B j i segni soramatoij neL- 

valore- dL T' sono^ di< numero a: . - 

X. 

L* integrale, poi dell' ultima equazione y^ considerando- la y co- - 
stante , è 

M , =e (C — 2e- X . 



Jf.J» 



( — rn-lVf -N •+?-— fcT ) 

' ' * l-C ). 

X.^ I ^ 



A 



e è la costante arbitraria che porta l' integrazione' , là . quale può 
essere qualunque funzione di j^, e perciò possiamo fare C = (p(j). 
Cosi tutti i coefficienti dell' equazione. (B)j come; pure u sa- 
ranno determinati . 

Consideriamo ora le equazioni ( A') , (A") ^(A') ec , e ve- 
dremo che se prendiamo la serie B ,B >B >B il' coefficiente M 

è eguale alla somma dei termini di questa serie; ilcoefficiente N 

è eguale alla somma dei prodotti dei termini della medesima serie 
presi due a due ; il coefficiente P è eguale alla somma dei prodot- 

X 

ti dei termini presi tre a tre ec. , ed in fine il coefficiente T è 
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t 'eguale al prodotto di tutti i termini della: medesiina serie; oosì que- 
ste diverse .^jomme-jsaranao. espresse dalle formule integrali trovate 
per i detti cuefiicienti . 

.Per integrare adunque V equazione (B) supponghiamo che y 

• cresca in tutta 1' equazione della quantità a; , ed essa. diverrà 

,z — 'M z -H-N z — ." . . 

Xty-^x X Jf,^-^.Jf — 1 X x,y'-¥X'^9 

X X ,y x^y-^ X 

la quale ( riguardandovi. a; costante ) paragouata con quella del §. 50. 
% Cap. U. , ha per 1' integrale completo • 

z =^2-2^ '2?^ ^.:SJLjy±l:i segni 

a - a 

soramatorj hanno tutti rapporto alla variabile y. Le quantità «,«' 

ec a sono tante funzioni determinate di Xy le quali rappre- 

sentano le X radici di questa equazione 

.«'~M /"'h-N '/"* — P /~^h- ...... =fcT =o. 

X , X X X 

Ora per ciò che abbiamo detto sopra, ^ facile vedere che que- 
sta equazione non è altro die. la seguente 

si hanno adunque questi x valori per # , « = B , a^' = B , « 

TI . ^ ' ^ 

B ec. , 

.3 



// 



* \^X "^ I ) -»-* ^ .V 

» = jo : sarà perciò 



B^ B? B^ B^ u 



z c= J. 2r^2-^ 2 ~-^ 2 ^^'^±^ e questo sa- 

''^ ^X B^ B> B^ . B^ ^ 

la * — I X 

ra 1 integrale completo dell' equazione propòsta (A) a. differenze 
parziali . 

Siccome il trovato valore per 2; contiene un numero x di 

x,y 

segni sommatorj , questi porteranno un numero x di costanti arbi- 
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traric, ]c quali potranno essere funzioni di x. Si determineranno* 

tali funzioni sostituendo il valore che trovasi per z nella pro- 

*»^ 

posta (A), e paragonando i termini omologhi per rapporto a j^. 

Ciò si renderà chiaro per mezzo degl'esemp;. 

Ancora ^equazione del §. loi., che è del primo ordine rap- 
porto ad a:, e dell' ordine n rapporto a j^, può integrarsi col mede- 
simo metodo, ed egualmente si* trattano T equazioni del secondo or- 
dine; noi però non ce ne occuperemo, poiché ciò che: abbiamo det- 
to fin ora , serve a fare comprendere ai nostri Leggitori lo spirito 
di un tal metodo . 

§. 107. Per applicare il metodo^ a qualche esempio sia pro- 
posta r equazione 

z = X' >z ^ z V . Pàrai?onata>. questa equazione, con 

quella del S. antecedente, avremo A =i,C =o,B =a;^, onde- 

sostituendo questi valori nelle formule dell' integrale date al sudr 
detto § , avremo- 



1.. — » -a -3 -4 X ,u —(p{y) 

•* X 9 y 


2r ,« i*,a' — 


2 ,ft — 3 ec. , ^ — X y onde 


* 


2y 2y 2y ^y 
x,y l•.2*.3^4» *» ^iy ,^2> ^ajr 


« ■ • •■• • •• •■.• •■• •-• 


2 * • 2 "'^"^^ 


• 

• 


se facciamo z i qualunque sia la y , 


avremo^ 

• 


2 "'^-^V— 2a? '•^: 

1) y 





X 



r- espressione allora di z , eseguite T- integrazioni-, diviene .di., 
questa forma ( Gap. IL §. 61. ) 



z = A H- A' .2 -^ ^ AV z H- A"" .4 

X ^y ^ X ' X X ^ X 

i X "^ lì v 

A {^^)y nella quale A , A' ce, sono le x costan- 

•V 'XX' 



• •• ■«•••4« 
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ti arbitrarie, funzioni in questo caso di Xy le quali sono portate 
dalle integrazioni . Per determiparle , secondo ciò che abbiamo 
detto sopra, si prenderanno i valori ài z ^z , e que- 

sti saranno 

= A H-A' .a'^^-'^A" .3'^"-'^ H. 

H- A^ (a? ) 

A' K' ^y A'' ^J^ 

X'-'ity x^t * — I jp— i^ 

A (a; — 1 J • 

Sostituiti tali valori e quello di z nella proposta , avremo 

A -{.A- .a'^H.A"*.3'''H- Ih A^'"'^«:''=«'A 

* * ^ -^ ;ip— I 

A' . .a.'^H- H-A^'"'^«?— if-'i 

ed eguagliando a zero i coefficienti delle potenze omologhe dei nu- 
meri 2,3,4 ec. , sarà 

A =a?'A H-'A r 

X X X -- \ 

•a'A' =a?'A' .^a'A' , 

;p ^ X— l 



3' A." =a?*A" H-3'A" 

^ X X ^ JP— I 

ec. 
(a;~iyA^*-^>=:a:*-A^'~"^H-(.r-iyA^'"'^ 

^ ^ X X ^ ' JP-7I 

je X 

Questie equazioni servono a determinare ]e funzioni A , A' ec. 

XX 

La quantità A rimane però indeterminata . Si ricava adunque 

per mezzo dell' integrazione 
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* (l-r»»){l-3*)(l~4») (i-.*')-^i 

* (a*-3*)l»*-4')... ..(»*-**) -^a 

A" == 3*''~" A" 



f 



• 



A^*~' ^ = V ' ~ ' ^ . 11 . valore per tanto di 5 vsarJl 

2r ^=^ -^— 4X ^-f* • • • / * •♦ • . • * • ' -t 

2(*H-* — 2) 

(8*-3')(2»-4M.....(a*-**) .2 

(3'-4*,)(3'-5*) (3*-.**) 3 * 

Per trovare le quantità A , A' tc,^ conviene che -siano dati 
i valori di z , come or ora,vedrenio-.Siccoaie una quantità qua- 

lunque a* — a:?V si . scioglie in questo prodotto (aH-^)(^a — a:), 
così potremo, scioglieni^o in : fattori .semplici tutte le quautità che 
formano i denominatori -de Ila. superìor/formnla, dare al valore di 
z questa forma 



(A _3:A1^1^X.- . 



• . » 



Xty 1.2.3 (*— >)3-f ..••{*>-+• I ) 



// 



.2 («*-*•! )(JIP -+-.3) *^ .3 



■'' m 



Quando, a; — i è dispari, si prende il segno inferiore, quan- 
do è pari , il superiore . ' 

Facciamo adesso «^x; = 2 , 3 , 4 ec, e ^ = o, ed avremo 



• 



\ 



3>9 
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I /A 8-4 • 



3 ^ i> 4. »'' 3 I a' 



Z-- =_L_CA: ■_3-4.3.!r A^^3-4-5:<S.l:aA" V=-I-A 
3,0^ a. 3. 4^1 5 3 5.6 3f 2;3.4 



,« ■ 



5 - -a 3 



ec. 



Dalle quali sono dedotti i valori ^ delle quantità A' , A" ec. 
Per determinare, poi là quantità A che rimane in queste equazioni 
indeterminata i : facciasi ^ = r nella formula ; 

■ 

A a"/ V A" ^> a(*""0 2> ., 

avremo ' * . . 

z =A' ; siccome poi A deve essere- funzione- della soili x^ co- 
si-facendovi a; =^ i, sarà A- una. costante. Per vedere come Te- 
spressioncT trovata per z soddisfaccia alla : proposta nei diversi 

X ^y •* 

valori che possono- avere: le variabili x ^y ^ facciamo ic;^ 2 * j/ = 
2 , r equazione proposta diviene * 

« 

z =2^2; ^z : ora la. formula deir.inteffrale dà 

z' =— J-(:A — '5*^^±^A'0 - . 

2,2^ 3 * 4 a'' 

z =_-L( A — 3ll2^A' ) 
2,1 3^1.4 2^ 

z = A , e r equazione • 

ì5 ' = ^i^'z H- ^ diviene identica per la sostituxione dei A^alori 

a , 2 2,1 1,2 



> '«-' 



,2; . L' istesso varrebbe per gli altri valori che posso- 

2>22,l 1)2- 

• * • • 

no ' prendere le * variabili a? , j/ . 

§: 108. Terminiamo ^questo Capitolò t?ol'd:H'e la solsziene di 
UT ProI)leiiia che 'appartiene alla partizione dei numeri, per pren- 
da.' occasioife di parlare» di un nuovo genere d'equazioni a diffe- 
renze parziali > del quale non abbiamo fatto parola . 
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Sia proposto adanqve di trpv^e il nnmcro delle m^nierc^ 
nelle quali un numero qualunque y può essere la somma di x 
termini della serie natnrale i > 2 9 3 ^ 4 ec. ., o eguali o disegnali 
fra loro . 

Disponendo per ordine tutte le maniere , nelle quali il nume- 
ro y può dividersi in ^ parti eguali o disegnali , ne nasceranno 



le seguenti serie 



I H-I -i 



• • 



ec. 



jec 






,ec. 






jBC. 



a-i-Cj' 



/BC. 






ÉC. 



a? 

X 



PC 
X 



\ 



o 

a) 



>(a) 



3) 
4) 



/ 



• • 



ec. 



^c. 



• • *••••• 



ec. 



aH-a«4-aH-(^ — aa?-^-3) 
a-^3H-(^--2a?-M) 
a H- 4 rH (^ — aa? ) 



ec. 



3H-3-^(^ 



£C. 

2H-4 



ec. 



4 
5 



{y 



Q>X 
2.X 



\ 



2X) 
2X l) 



>(*) 



a) 

3) 



j 



L 



^.==SH-3-+-3H- 
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3-+-3H- ..... H-3H-3-+-3-h(J' — 3^ 

. .... . . . H-4H-(j' — 3» 
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ec. 



ec. 



• * 



.• 



3H'4H-4 



(3'-— 3«-t-0 

(y—s^) 



>{o) 



ec. 



ec. 



.ec. 



H- 3H- 5 H- S -*- ( J' 
.ce. 



30? 



3* 



1) 



/■ 



; 



In tutte quelle serie che sono composte di re termini, tutti i 
numeri devono essere combinati in tutte le maniere soddisfacenti, 
purché il primo termine resti sempre lo stesso . Le lettere a^byC 
ec. esprimono il numero delle serie corrispondenti , e quindi il nu- 
jnero delle maaiere., nelle quali il numero y può dividersi in a? 
parti , è = tì -4* è H- o H- ec ; ora è chiaro che a è il numero delle 
maniere nelle quali il numero jy — i può dividersi in ar-^ i parti, e 
le altre serie b.j e ec, sono tali che il Valore di b ^c ec. sarà lo 
stesso , se ad esse sostituiamo le seguenti serie composte di x termini . 

{y — 2x—i) 



I *f.iH-IH- 



2X 



>) 



\ 



ec. 



ec. 



-if» 1 •+• S—H2H* 



. • 



• « 



2 

3 



(jr-2X—2) 



>{b) 



ec< 



ce. 



•• • » » « • • 



ec. 



Tom l 



ec. 



(y—2x—s) 
{y—2x—4) 
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2 



ec. 



ec- 



4 
ec. 

H-4 

ec. 






3*) 



(y 



3*) 
3«- 






3x 



.^x 



r 

a) 

3) 



ee. 



ec. 



> 

Si vedrà facilmente che tutte- queste seconde- serie rappresen- 
tano le inanicre» nelle quali il numera^ — x. può dividersi in a: 
parti; iuEitti ponenda nelle prime y — a? in luogadi^* ne nascono 
ler seconde; dunque il numeio- delle- maniere nelle quali il numero* 
y — X può dividersi in x parti, e = & h-c -j-cf h--^^- 

Ciò premesso se z rappresenta, il numero delle maniere 

nelle quali può il un mero j^ dividersi in je partii avremo, per scio- 
gliere il Problema da integrare quest^ equazione 

z ' = z —f^ ^ • • • 

Quest^ equazione è di un genere diflferente da: quelle- che ab- 
biamo integrate superiormente : poiché in quelle le differenze dell'oc 
e deir^ erano costanti, ed in questa la- differenza: àcìVy è variabi- 
le ed eguale ad x . Tal sorte d' equazioni ha insegnata il primo ad 
integrare il Celebre Dott. Paoli itt una sua Memoria inserita nel 
Tomo secondo della Società Italiana^ e se ne è servito per la riso- 
luzione dei Probìeiuji , che riguardano la partizione dei numeri; 
Problemi sciolti in. parte con metodo meno diretto da Eulero nel- 
la sua introduzione air Analisi degli fcfiniti . 

Occupiamoci adunque dell* integrazione della ritrovata equa- 
zione a differenze finite e pai'ziali ; facciamo per questo z = 

* yy 

p^ , essendo » una funzione di x da determinarsi » e fi una co- 
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stftQte Jiinm&aw .da det^riDÌnarsi ; «pstitueado cella proposta e di- 
videndo per jP } avremo per determinare a quest'equazione a dif- 
ferenze finite 

^— I 



a 



* 1-^-* '•^' 



X3ui soddisfa 

« 

a =13 






iSuppon^hiaino .adesso che il denomioatoce ideila frazione che 

moltiplica ;j3 ^ sia .decomposto aaei ^suoi fattori vdi primo ^rado, e 
questi siano r 

1 — afi^ , i — bfi ,, I — .C/3 , I — ep ec, db <^e equi- 
vale a dire , sianola >,6> e ce. j le radici ileir equazione 

( I — p ) ( I —fT^) ......•(! — p^*) =D , -o i valori ©fio 



ci troverebbero per /3 risolvendo ^queste ^equazioni i — .^ 
j — p =0,1^-/3 =0 ec; avremo allora 



— I 



-* 1 






— jr 



Questa ultima frazione ?che moltiplica j3 -, si riduca in serie 

ordinata rper :le potenze idi fi . Per «ottenere? questa riduzione 
pongasi 



A'"P~^-4- €C. , 



e prendendo j logaritmi da ambe le parti , avremo 

— {Z(i— ap~')^Z(i_-5^'^')-{.Z(i— c^~')H- > 



"~ ' A ''/>"" 2 A'"^"~3 



Z(A-i-A'/3 'h-A"P -H-A"'^~'*-hec.) 
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Ora quest'ultima equazione essendo vera. per qualunque valo- 
re di j3 > sussisterà dunque ancora se in vece di p si pone /3 h* u) , 
essendo u) una quantità qualunque : avremo per tanto 



.— i^ -f. , . .— » 



— {Z(i— a(/3H-w)"' )H-Z(i~6(0H-w)"' )h-Z( i— c(/Jh- 

w )"^% A''^(^H-wr^H- } : 

sviluppati i due membri di questa equazione seconda le potenza 
deir indeterminata w > i coefficienti delle respettivc potenze di w 
s' eguagliej*anno fra di loro 9 e prendendo. T equazione che ci danno- 
i coefficienti della prima potenza > avremo questa nuova equazione 



^i— *^~' I— W~' I— f/3~* '^ 

A'y3"""-4-3A"/3~'^-*-3A"'/3~*-4- 

^ - - ■ ^^■^— ~^ — — ~ — ~ 

A -♦• A'/3"" ' ^ A-ZS"" * H- A^'/B"" ^ •+ ce 

ovvero 



«* 



\ 



"^ •••••• *■■ ■ " •• <fc • 

l-4i3~' I--*i3~' l-f/3~' 

.— I — ^ 






A' -¥ 3A"/3 "-^s A'"^ 

A H- A'/3~ ' -*■ A"^~^ H- A"'/3~3 



•••• t 



Sviluppando ora in serie le frazioni del primo membro , 
avremo 



ec.)0 H-(a*H-6*H-c*-i-ec.)^ " w^. 



A' -t. !>A"ff '-^3A'"i8 °-«- . .y . 

— ^ ^ -a ^ 

A-i.A'i3 *.4.A"/3 ^H-A'''/3"~3h. 



ed indicando per r la somma di tutte le prime potenze delle radi- 
ci a ^h ^c ec. , per r quella dei quadrati , per r ' quella del- 
le terze potenze » ed in generale per r quella delle potenze 
(m-hi) > 8 avrà 
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rH-r^'"'H-r''/3"%r"|3~3 H- . . . . : 

A' -4- 2A"/3~* ' -t- 3&'»/3~ ^ -h 



A-fA'/3 '-KA"/3 ^-t.A'"/3 ^-i-... 



Quest' ultima equazione ordinata secondo le potenze di ^ , 
ci dà le seguenti equazioni per determinare i coefficienti A > A' , 

A", A'" ec, 

A' = Ar 

aA" = AV H- Ar 

3A"''==A"r-i-AyH-Ar" 

4 A'" = A"'r H- A"r -^ A'r"^ Ar"' 

ec. 

La quantità A poi si determineià faceado ^=o nel valore 
di X . 



X 



Dalle precedenti, equazioni si ricava^ 



A «2 2 

A'" r" 



A i 3 ^33^3 



A'"' 



4r 4 ^58- a^4^^3. 3^2 a'34 



A 

ed in generale- 






.fw-H) (m) (»— 1> w , (nr— 3) 

(7 H- r-) jj^l^^-j-^H- 1-7 H- r- H- (7"H r-) j 
(-H.r3^(-H.r-,)-)->^^:j^H.l—H-r-^ -*-.... 
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4 "^^ a ^^ a -' 4 ^.3 .3 ^ £ » ' .3 ^ 4 J*5 / 

J«»-5) 



ffl -4- 1 



ec. 



Ecco la legge che osservano fra Jioro i. di versi terpiiai^iìi que- 
sta formula ) la cui forma è 

B-' .^Cr — _^H-Dr 1-fE'^ 



Si Ottiene il coefficiente B del secondo termine ^ ponendo nel 
primo m±=Oi il coefficiente C del terzo^ facendo nel primo e nel 
secondo termine ra=j ,,e generaloiente il coefficiente del termine 



(f* H* 2 ) facendo pei termini antecedenti t/z = f^ . 

Trovati ,i valori .dei coefficienti A'.-, A" j A'" ec. , avremo 

z ==A/3^^%Ay"^^'.H-Ay"'''^':^.A'y^''""^^ 



e per il ragionamento fatto ( §. 86. ) , troveremo 






A'>(;^~a?~-3)H-,ec. 
ovvero 9 poiché .facendo p =,p, abbiamo .A = ,1 > 






§. 1 09. Troviamo adesso gli ..elfetti vi valori :<3i A',A'%A"'cc. 

Le diverge potenze delle radici del le. equazioni |3 — i = o , 
^' — i=o,^'t— .1=0, /3* — i==o, . . . 1 . . /3' — I =0, foup 
espresse dalla Tavola seguente 



\ 
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Potenze 

Equazione i* 

a.' 
3* 

4 

5* 
d' 

ec. 

Così la^ prima- fila* veiticale di. questa; Tabella,, sommata, ci 
dà il valore di r; la seconda, soratnata,. ci dà il' valore di ri la 
terza. quello di r'\ k: quarta: quello di r ", e così di seguito . 

Ora* è fàcile il vedere- che- la. somma: delle potenze m 
del re- radici di tutte queste equazioni ,.. ovvero la somma della co- 



I* 


a* 


3' 


4' 


5*' 


6« 


r 


8» 


9' ec 


1 


L 


I 


L 


l: 


1 


I 


I 


I 





a: 


o 


a. 


o 


a. 


o 


a. 


o 





o 


3 


o 





3 


o 


o 


3 


o. 


o 


O- 


4 


o 


o 


o- 


4 


o 


o. 


o 


o 


o 


5 


o 


o 





o 


o 


o 











6 


o 





o 


ec. 


ec. 


ec. 


ec- 


ec 


ec. 


ec; 


ec. 


ec. 



esimt 



lomia m 

mula. 



esima. 



della: Tabella: superiore ,. potrà, esprimersi dalla for- 



2. 



. — , purché si rigettino tutti i 



termini fratu,. e quei che sono maggiori di X: questa: formula co- 
si intesa: rappresentiamola col. seguo ^m , ed. avremo, qualunque sia 



{m.'-iy 



(«) 



my r* = ^TTiy ovvero^ r'"' = ^ ( wH*i ) • 

Sostituendo adunque i respetti vi valori di TyV ',r\r'' ec. nel- 
le qui sopra trovate espressioni! per i. coefficienti A'» A'' , A''' ec. , 
avremo^ 

A' = ^r 

2. a 



A 



3 3 



H 



f «3 



s: '^ 3 



ed* in generale 
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^1 i? H- (- H- h -)- \ ii^Zlii H- /^ H- ^i ^ H- (- H- 
2^4 "^La^^ 3^5t e^3J4/ » 

Così neir espressione 
pU — ^)h-A'^(j^ — 07 — i)^A^p{y — ce — a)-;h 

che si è trovata per z ^ la funzione indicata da ^ è arbitrtiria ., 

* >y 

ed i coeflicienti A' 9 A"' ec 5000 gnantith numeriche conosciute 

per le formule superiori. 

Facendo a? = j , abbiamo 4-' = A'' == A-'' r= ec. == ,1 : 

dunqne 

e ponendo y — i in luogo di j^ , sarà 

z ^ = (f> (y — 9) -h (p(y ~ $) ^ <p(y -^-4) -i- ^c.^ 

Ora sottraendo queste due equazioni > una ^air altra , avremo 

dalle quali s^ jicay^ 
•^(y — a) = z — z 



0(1} =2; — « . 



• 



(o) = z — » 

©r — i) = z — z 
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» .• • • ^ 



Ma dalla jQatura del Problema si dedace z = i se ^ è po- 
siti va } iB 

z == o ie ^ ^ zero o negativa j^ ^nqne 

9>{y — 1) = 2 — z =1 — is=a 

f (>— .a) = i— -1 = 
f(j' — 3) = * — 1=0 



^(i) = i — I =ò 
^(o) = i— = 1 

^(~1) = 

^( — a) = o 



^(— p) = o 

cioè ^(j') è =1 nel solo caso di ^=0) ne^ alni oasi è sem- 
pre = o . 

Avremo perciò z = al coefficiente di ^(o), il qnale se 

supponghiamo che sia A , avremo y~-x — ot = o > cioè m = 
y — X) e quindi 

Tom. / K k 
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^(jr-* — 4) 



ec. 

Cerchiamo 1 per esempio» m quante maniere il numero diciot- 
to può dividersi in sedici parti i avremo a? = 1 6 , j^ = 1 8 v ^ (^ — 

,t) z=(J^2 = 2H-i=5: qnincfi z =i: -l-^^-L = a : questp dne 
maniere sono le segi^nti ir. 

l8=l 



Cerchiamo adesso in qnante maniere^ si può dividere il mime- 
rò 9 ia quattro parti; sarà se = 4,^ = 9, k{y — -») = ^5= i >- 
^4 = 4-^2 H- I =7^J3•=3-|►^ = 4,^a==a-M=3, ^i = i • 
Onde il numero delle maniere dimandato sarà.' 

9i4 5 5 ^ a ^^ a -^ S ^ 3 3 ^ a » '' 3 '' 5 

'■4 4 ^ a ^^a -^ 4 ^a ^, ^ i at'3''4JS 

1 -t-i. -4- ^ -vi- = 6« 
5 5 5 5 

Si può danque comporre ilnamere^^ con quattro partì in sei 
di0e5eatji .i^aniere ;..-., - 
queste maniere sono Iti s^iieitti 



9 = iH-iH-3H-5 

V 



« » 



9 = 1 H-3H-2-F4 

9i=iH-iH-3 

9=iH-aH-3^3 

Nella sopra citata memoria si troveranno molti interessanti 
Problemi dello stesso genere . 
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V. APPLICAZIONE 

' I 

Del Calcolo delle Differenze Finite 
olla Teoria degli Azzardi - 



§' ' ^®- |%[ ^ abbiamo fatte tratto tratto in tutto il Calco- 
-L^ lo delle Differenze JPinite diverge applicazio- 
ni alle combinazioni^ alle serie, alla partizione dei numeri. Le 
applicazioni alla Teoria degli Azzardi e delle probabilità , ed al- 
la Geometri^ , abbiamo creduto bene di darle a parte , precedute 
da una breve Raccolta di Noziopi necessarie per ben comprenderle . 
Così i nostri Leggitori non avranno bisogno di cousultax'e alcun 
Libro per ricercarvi i principj che servono di fondamento alla sti- 
ma della probatttlità degli eventi . 

I. $i chiama Certezza Y espettativa che sì ha di un evento 
o il motivo di credere che succeda questo evento , il quale doven- 
do accadere.^ non può accadere in una maniera, diversa da quello 
che si desidera-: così se in un'urna si hanno cento palle nere sol- 
tanto ^ r espettativa .che si ha d* estrarre una palla nera , quando si 
pone la mano neir uroa, h una certezza • ^ 

n. Si chiama poi Probabilità Y espettativa che si ha di un e- 
vento, o il motivo di credere che succeda questo evento, il quale 
dovendo accadere può accadere 6 nella maniera che si desidera > o 
in una maniera diversa: così se neirurna suddetta sono sessanta 
parile nere e quaranta bianche, si chiama Probabilità T espettati- 
va cjbe si ha a estrarre una palla nera quando si ponga la mano 
neir urjna . 

La pili semplice riflessione serve per farci conoscere che la 
probabilità jY ottenere un evento sarà di* diversi gradi , secondo 
che il numero dei casi che lo possono condurre , ha un diverso 
rapporto col numero dei casi che lo possono non far succedere/ 
così se neir urna citata la quale contiene cento palle fra bianche 
e nere, saranno ottanta le palle nere, Y espettativa d' ottenere una 
palla nera , o la probabilità , sarà in questo caso maggiore che nel 
precedente j se le piille nere fossero novanta , la probabilità sareb- 
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Le anche maggiore; e se fossero novanta nove nere v ed nna soltaiK 
to bianca» la probabilità d' ottenere una palla n^ra sarebbe la piii 
grande possibile in questo caso, ossia la più ▼ìciua'aHa certezza , 

III. Si può adunque cousìcterare la probabilità cx)me una fun-* 
zione della certezza, poiché aumentando continuamente una pro- 
babilità si giunge alla certezza uìcdesima : neir esempio superiore 
la probabilità aumenta con Y aumentare il numero delle palle n&- 
re , le quali se dall'essere novanta nove si riducono a' cento ila 
probabilità si cangia in certezza • . 

IV. Avendo adunque convenuto di rappresentare la certez- 
za per r unità , dovranno rappresentarsi le probabilità per frazio- 
ni deir unità • 

§. III. Determiniamo ora queste frazioni: nell^ esempio dell* 
urna , facilmente si comprende che se avremo cinquanta' palle ne- 
re e cinquanta bianche , Y eispettativa o il motivo di ci edere; che 
con una estrazione uscirà dalf urna una palla nera , eguaglierà 
r espettativa d* ottenere una palla bianca' ; e se avremo settanta 
cinque palle nere, venti cinque bianche 5 F espettativa per ottene- 
re una palla nera sarà tripla di quella per ottenere una palla bian- 
ca; poiché divideiido il settanta cinque in tre parti eguali 1 avremo 
neir urna quattro masse di venti cinque palla ciascuna , tre masse 
di palle nere ed una di bianche ; ed essendo egualmente facile 
che una mano introdotta nell' urna prenda la palla da una qualun- 
que di quelle tre masse , la facilità, che la mano prenda una palTa 
nera , sarà in conseguenza tripla della probabilità che ne prendtt 
una bianca, T espettativa adunque, ò if motivo di credere, li 
probabilità per avere la palla nera , sarà anche tripla di quella per 
r estrazione della bianca . 

In generale se a sarà il numero delle palle nere, è quello 
delle bianche , Y espettativa per ottenere una palla nera , starà air 
espettativa di ottenere una palla bianca come, a: 6; ed in conse- 
guenza le due probabilità , le quali altro non sono che le suddette 
espettative staranno fra loro :: a: b : indicando adunque 'per m la 
frazione che rappresenta la probabilità d* avere una palla nera , per 
n la frazione che rappresenta la probabilità d' avere una palla 

bianca, avremo ^ 

» 

m:n::a:by dalla quale mb ^=na. 
Ora estraendo dall' urna una palla , io ho la certezza che qùe- 
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èti palla sarà o nera o) bianca: così l^€5pettativa d'avere una palla 
nera 9 aggiu^uta:Kall'Qsptttatwa' de' aireveiana palla bianca egua- 

le alla certezza:' donqtìe Trij^matit^. poiché la- certezza è indica- . 
fa-per r QBitàv.i.. : '/ . j - : 

Dallh dae- (iqhasrioai rìirovitor fr jb m eén 6i ricava 

772 =z= -^:i .?? =r —^* ^^: la; pifobabilità per ottenere' una palla 

nera è eguale al nùmero delle palle fere diviso per il numero to- 
tale delie palle bianche e nere ; ed egifalmetìttf la probabilità per 
oftenere una palla bianca è eguale, al. jounieio, delle palle bianche 
diviso per il numero totale delle palle . 

Nella stessa gtiisà si dimostrerebbe c!ie se nell' urna fossero 
palle nere , bianche e rosse , ed i respettiyi numeri di esse a^b^c^ 

' i 

J- • • • • ■ ' 

la probabilità per estrarre una palla bianoa sarebbe = — ^ — r : 
quella per estrarre una palla mera darebbe =s — ^ — , e quella in 

fine per estrarre una palla rossa =2 — t — . 

Di qui si ricava in generale il primo principio per stimare la 
probabilità degli Eventi. :•: .. 

V. Principio I. ^9 La probabilità di un evènto è eguale ad 
5> una frazione 5 il cui numeratore è formato dal numero dei casi 
9, favorevoli che possono far succedere questo evento » ed il cui 
), denominatore è formato dal numero dei casi favorevoli aumen- 
9, tato del numero dei casi contrarj „. , " 

Cosi se p indica il nuriiero dei basi che possono cohdurre un 
evento; q ilniimero dei casi che possono non condurlo i la proba- 

bilica perchè T evento succeda, sarà -^, e quella perchè non sue- 

ceda, sarà -^—. 

Se poi dal succedere un' certo evento dipende il guadagno . 
d' una determinata quantità m, è facile concepire che pria che Te- 

vento succeda > la quantità — ^ m sarà la porzione della scommes- 
sa 77Z, che apparterrà a colui, il quale attende questo evento con 
una probabilità -^ . 
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Infetti nel . sopì» riportato esempio delle palle nere e delle 
palle Ijianche. poste inella stessa urna, se è stato promesso il guada- 
gno duella qtjantirgy^.à chi indpyina qnal palla in una estrazione 
uscirà dall' urna , è manifesto che ciascuna delle palle nere o bian- 
che che sono nell* nijja , porta , sortendo i il guadagno della quan- 
tità m : ora ciascuna di quelle cento palle potendo egualmente sor- 
tire, avrà ciascuna di esse il dritto ad un centesimp di i», cioè al- 

r 

la quantità -^: dunque 6ò palle p,ere avranno dritto prima dell' e- . 

.il.» • i . . 

strazione a ~m: dunque quello bhe tidne ia favore delle palle 

nere avrà dritto prima dell' estrazicwe a —m^p qrtello che ticr 

ne in favore delle palle bianche a — m. Generalizzando la dimo- 
strazionè si cotidudefefibe'che^ ' -^ ^"^ ' 

•' yi; Esseado la probabilità xH oin evinto -J^ , se col sncce* 

dere questo evento si d^v'^e ottenere nujt rqnantith qualunque //z, 
prima phc T evento succeda hÀ'^;itt9, chi lo .aspetta?, ad una por- 

zion« di m= -^m. 

'Qnesta quantità — ^ m si chiama Sorte: così se p è la prò- . 

babilit^ che ha qp Giocatore di guadagnare uni^ scommessa m ; jim 
è là soite' di quel Giocatore . / 

.,, §. iig^. La probabilità di cui abbiamo parlato, dicesi proba- 
bilità Semplice 9 per distinguerla da un' altra probabilità, cui si d^ 
il nome di CoÌ72p05f iz come ora spiegheremo . 

- VII. L' espertat^ya q la probabilità di un evento, il quale 
dipenda da alcuni aitr^ eventi egualmente probabili , si chiama 
Probabilità composta . 

^. Così 4>f r jpsenjpip se in,uB;j ,§taa|;a siano dieci nfpe , sette 
delle qus^li contengano cento palle rosse per ciascheduna) e chp 
ciascuna delle altre tre contenga egualmente c,ento palle, sessanta 
delle- quali siano nere e quaranta bianche; e se si supponga ch.o 
un Uomo, senza distinguere quali sono le urne con le palle rosse, 
e quelle cori le palle bianche e nere, s'introduca in quella stan- 
za per estrarre da queir urnj che più gli piace,' una palla nera , 
la probabilità per estrarre questa palla nera si chiama composta , 
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perchè dipende;' i^I dalla probabilità di sciegliere una delle urne 
ove si trovalo le pttlìe bianche e ìì^té j a^ dalla probabilità di e- 
strarre la paiia* néra ' da essa . * ^ 

Ora quale è la misura di questa probabilità composta? 

Sia 77Z la probabilità che vi è per estrarre da una di quelle 
tre urne la pal|j^ nera . Dieci essendo le urne , e tre sole quelle , 
dalle quali rUomo può estrarre la palla nera, ovvero quelle cia- 
scuna delle quali gli dà la probabilità ni , è evidente che Y espetta- 

t.vi di sciegliere una di queste wne^ è ^y e che prima di.scieglie- 

' re un' urna , V Uomo che deve estrarre la palla nera , non .ha 
che tre decimi di speranza (VII)- di guadagnare le probabilità mi 
egli in conseguenza, prima d'entrare uella stanza dfeir uirne , noa 
ha per estraire la palla nera che tre decimi della pròbabilifà m, 

QÌoh -5. m che nel aostra caso ia cmestioue è =:)^:. ii ; e questa e- 

10 ' ^ . . IO 100 * 

spressione rappresenta quella ' probabilità che abbiamo chiamata 
composta. 

Dunque per avere in questo caso la misura della probabilità 
composta, conviene moltiplicare la probabilità che vi è d' estrar- 
re la palla nera da un' urna r per la probabilità di sciegliere fra tut- 
, te le urne una di quelle che contengono le palle bianche e nere . 

Il ragionamento che noi- abbiamo fatto particolarmente sopra 
le urne, e sopra le palle bianche e nere, s'applica in generale 
alla determinazione della probabilità composta, onde succeda un 
qualunque evento che dipenda da un altra evento eg;ualmeDte pro- 
babile, ed in generale s' avrà questo 

Vin. Principio secondo : se la contingibilità di un evento 
dipende comunque da altri eventi , la probabilità della 5ua riuscita 
è eguale al prodotto della probabilità di ciascuno- • 

Cosi la probabilità P che accada un evento A, il quale non 
può accadere , se non accade, anche un altro evento Bla cui pro- 
babilità h pr il quale evento B non può del pari accadere se non 
accade anche mi evento C la cai probabilità è 5.;. ccosì di se- 
guito , si otterrà , moltiplicando le probabilità p , g , r ec. , sempli- 
. ci fra loro, e sarà P =pqr ec. - ^ 

Per psempio-, se la 'camera, ove si* trovano le .prefate dieci ur- 
ne, fosse il?: un andito fra altip'otto camere, d;^lì^.;quali settq., 3^^ 
contenessero le urne,, e si proponesse^ a taluno d^ andare in qne- 



\ 



254 MATEMATICA SUBLIMI 

Sto andito ,ad indovinare la stanza ove sono le* urae , e quindi in- 
dovinare r urna ove sono le palle nere e biapohe, ed estrarre una 
palla nera , la probabilità d' ottenere questo .intento sarebbe P == 

JL A *?. = Jl' 

8 * io 200 400 ' 

IMè bisogna con$iderai*e Tespettativa che abbiamo di un evea- 
to, o il motivo di credere che questo evento succeda come iden- 
ticaflieate .eguale all^ frazione che .espi;ime la probabilità , del me- 
desimo evento; poiché quel sentimento morale d'attendere un e- 
yento è affatto eterogeneo alla quantità numerica che esprime la 
probabilità del medesiipo; e noi intanto abbiamo confusa Tespetta- 
tiva di un evento colla probabilità di esso ip quanto che sono que- 

. ste quantità proporzionali fra Jpro : infatti nella stessa proporzio.- 
lié in cui ci^esce la probabilità., cresce il 'motivo di credere che 
r evento succeda ; del resto questa eguaglianza fra Vespettafiva e 

-.r.espressìofie cui essa è proporzionale, è dello stesso genere del* 
la eguaglianza fra 1^ velocità ed il quoziente dello spazio diviso 
per il tempo • 

§. 113. Nella ricerca adunque della probabilità di un even- 
to tutto si riduce a determinare il numero dei casi favorevoli all' e-- 
vento , ed il numero dei casi favorevoli e sfavorevoli insieme: co- 
sì se si volesse sapete qual probabilità vi è per credere che tiran- 
do due dadi di sei faccie ciascuno., si scoprano due numeri tali> 
che la loro somma sia 9 , converrà cercace prima in quante ma- 
niere si possono combinare le sei faccie di up dado con le sei 
faccie deir altro, due 3 due,, e pqi quante d; queste combinazioni 
portano il nove: ora le combinazioni totali sono 36, e quelle fa- 
vorevoli , o che portano il numero p soilo 4 : la probabilità dun^ 

que per ottenere V evento e ^ = — .• 

Si concepisce dsi ciò che la Teoria generale delljs combina- 
zioni è il fondamento di qnella delle probabilità ; pure si può di- 
rettamente applicare quel calcolo alla soluzioi^ef delle diverse que- 
stioni sulle probabilità che sarebbe difficilissimo , se non inipossi- 
.bile risolvere in tutta lai generalità per I3 semplice Teoria delle 
" combinazioni . 

Noi daremo qui la soluzione diretta di varj Problemi appar- 
tenenti alle probabilità, esponendoli secondo T ordine della mag- 
' giore o minore facilità che essi hanno a mettersi in equazione- 
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PROBLEMA L 

$. 114. Due Giocatori A^B scommettono fra loro^ che ohi 
edi essi farà il primo uà numero n di tiri favorevoli guadagnerà la 
partita ; manca a B un numero x di tiri favorevali; ne manca ad 
A uno sentante > %\ cerca la jpr obabiiiÀ che ha ciascuno di cs^i di 
guadagnare. 

Trovate le probabilità dei due Giocatori abbiamo subito la 
«ortc di ciascuno di essi moltiplicando Ja scommessa* per la re- 
spettiva probabilità; e se la scommessa si rappresenta per l'uni- 
tà > allora T .espressione analitica ideila probabilità è quella stes* 
;sa dela soite . 

jSa z funzione incognita di a? ^ la probabilità di A . Sup- 

ponghiamo ora che si faccia un tiro^ questo o è favorevole ad 
A, o è favorevole a B (imperocché se è sfavorevole ad ambi- 
KÌue non cangia la questione ) • Se è favorevx)le tid A , allora la 
partita è terminata , ^d A guadagna : se è favorevole a B , allo* 
ra dopo questo tiro ia prolMibiKtà di A diviene z _ . 

Indichiamo per j> la probabilità che il tiro ^a favorevole ad 
A ; e per q la probabilità che il tiro sia favorevole a B • 

Può adunque il Giocatore A o guadagnare la certezza se il 
tiro gli è favorevole ^ o la probabilità z ^ se il tiro è favore- 
vole a B; «egli adunque prima che il tiro segua ( iio>.yì) ha 
dritto ad una porzione p della stessa ' certezza^ « ad una porzìo* 
ne g della projbabilità z : ma la certezza è rappresentata (IV) 

per r unità , dunque avremo T equazione 



X 



P-hqz^_^: ovvcTO —qz^^z^^^^p. 



dair integrazione della quale dipenderà la soluzione del Pro- 

jlema , 

* 

Paragonando adesso questa equazione con qpella del §. 46 f 
avremo 

Tom. L .Li 



« — ' I 
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2 = Ca H- -^ • Per ^etermioare la costaste C , s*^ osservi cbe 

se se = 1 f cioè se manca a B on solo colpo , allora la probabilità 
di A per gnadagaare è la stessa probabilità p; dal ch^:à deduce 

^Gh*-^» e quindi Cs= ^: sanL dunque 

z = — ^ ^ q f indicando per « la probabilità di B , un ra- 
gionamento, simile a quello fatto per A , ci daià co = ^u , e^ 

quindi ia =Cq : ora « = i > dà u =qi dunque G = i » per* 



ciò (a) = o .Seq fosse eguale ad i — p » allora senza cercare di« 
rettamente la probabilità di B , questa sarebbe stata == i — z. . 

Supponendop = 5 == i-, abbiamo z =1 — ;^ ; e la proba- 

bilità che avrà S > sarà -L . . 

Pònghiamo per esempw «=n 3 > ed avremo z = 5; = -^ : eo-» 

SÌ A avr^ ^ di piobabilità di gnad^g&arà la partita ^ e B ne avrà-L. 

* • - » , _ ^ 

A questo stesso Problema se ne riduce un altro per quanto in 

apparenza sembri divèrso. 

9) Supponendo che la probabilità d' avere un evento sia pf 
i, quella d* avere Y evento contràrio ^ , si dimanda quale è la pro- 
,, babilità d'avere quel!- evento almieno una volta in x tiri ,> o per 
spiegarsi piiì sémplicemente ^ suppofiendo che in un'urna trovisi 
un numero b di palle bianche > un numero e di palle nere, si cer- 
ca la probabilità d' estrarre almeno una palla bianca in x estra- 
zioni . 

Si «uppone però che ad ogni tiro sia rimessa neir urna la 
palla estratta 9 onde resti sempre lo stesso numero di palle bian- 
che e nere . . 

Una piccola riflessione hasta a mostrare che la probabilità d* 
estrarre una palla bianca in x estrazioni, è la probabilità di guada* 
gnare una partita quando manca a me un sol tiro favorevole , e ne 
mancano x al mio contrario, e questa è stata calcolata nel Froble- 
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ma superiormente risoluto ; cosi (ito, IT) facendo p = ^-^- , q = 
-^, avremo 2^^i~(j^)*. " , 

,4 -Jt^ , * , 0-re 

Si dimanda per esempio guai prqba,bi}ità vi e ^ <]!ti«fiere il 
jmraero 6 tirando un dado di 6 £iccie tre volte? 

li iaccia nella formala saperiore ó = i , e = 5 » ed avremo 



a; =1 — il = ?'^'"'?^ = IL • e h probabilità di 1109 «vere il 6 

3 6* flié 216 '^ 



^ar^ — : le due probabilità, cioè qiidla di averlo, a quella di aoa 

r filveM : : 91 : .135 : : 3 : 4^irca; 

Per farne un altro eseqipio si dimandi la probalulità d'ottene* 
xe il numero JO tirando due dadi quattro volte. 

Avremo in quest!e-ca60Ìtd=.5-,^=3i , a; = 4^ « -quindi 



^361r3ì! == 15^ == o, 45 circa. 

Accade ispesso nella ^società cbe scommettendo due Giocatori 
per guadagnaise -una certa partita, vogliono fra loro dividere la 
r6Conimefisa prima 4Ì' av<er teriminata la detta partita : per sapere in 
-questo caso qual porzione di scommessa tocca a riasciino-, altro non 
^i fa ( 1 1 1 , VI ) che determinata la pt-obabilitìi che aveVa ciascuno 
di guadagnane la partita, moltiplicare per questa la quantità che 
esprime la scommessa ; il prodotto sarà allora la" porzione della 
scommessa che a ciascuno appartiene . Così supponendo che Tizio 
e Cajo , le cui abilità nel gioco siano eguali , scommettano cin- 
quanta Scudi per ciascuno, e che mancaiKlo a Tizio Tin sol colpo 
favorevole per guadagnare la partita , e a Cajo tre colpì , essi non 
volendo continuare a giocare. ^ propongano di dividerai la scom- 
messa fra loro , la parte che deve toccare a Tizio sarà ^ 1 00 Scù- 

di , e la parte dì Cajo i- 1 00 : sarà cioè la parte di Tizio eguale 

alla scommessa dì 100 Scudi moltiplicata per la probabilità che 
wsso ha di guadagnare , e simile sarà la parte di Cajo • 

PROBLEMA IL 

§. 115. Avvi in un* urna un numero m di palle bianche , un 
numero n ììcììg lìere: Tizio e Cajo fanno scommessa, il nrirsio di- 
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ceudo che sortiranno dall' orna a palle bianche avanti ohe sortano^ 
b palle nere ; ed il secondo» sostiene il contrario . Manca a Tizio 
una palla bianca perchè ci gnadagnr; ne manca nn nnmero a^a^ 
Cajo: supponendo che le palle . estratte nan si ripóngano nell* urna 
'( perchè se si riponessero lièfl' lirha s* avrebbe il Problema antece- 
dente ) si chiede quale è ìa probabilità dei due Giocatori? 
« ». * 

Ecco i dati del Problema 
Num". delle Palle bianche ...... = i«- 

l Prima- A' 

Num'. defle Palle nere —n l ^P^^l"^ 

Niun". totale delle Palle-. . ^mn-nJ ***'*'* 



/ N*. delle Palle bianche estratte ......= a — b 

I N^. delle residue neiruraa =m — a-fc-t 

giMTneiu l N*. delle Palle nere, estratte = 5 — a? 

titnazione % . • « 

cbe Mpom I N*. delle residue. ==» — b^i-os 

il Problema ■ 

I N*. totale dellePalle residue nell* urna= nt'^n -^ a 



La prcòabilità che i Giocatori hanno in questa situazione per 

quella per estrarre la palla nera è 5 = ^h-^^^ "^"^"^ * 

Il medesimo ragionamento che si è fatto per il Piobkma I 
ci dà questa equazione 



z 



I»— tf-4-T ,^ n—B^x ^ 



X 



t^^n^a — t^x-^i fwH-» — j— *•+*•+ I *— I 



,a differenze finite del primo ordine a coefficienti variabili. 
Facciamo per semplicità di calcolo m — an- i =^i 

m^n—a — è-hi =^^ 72 — A = «%e T equazione prenderà 
questa forma più semplice 



CI , et H-« ^ 

X fi -^ X fi-^ X X— 1 
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Facendo crescere la x d' uo' unità essa diviene 



** H- i ^ W^r^Ti ^ Wrhri ^x' ^q^a*i^°^ c^^ paragonata con quel- 
la del §. 46., avrà per integrale completo 



jc — * 



4r fi-hx 



flt'H-4f g' >f jp — t a> 

ìBH-* ' /3-*- Jp— I ' /3H-4P — 2 



/3-*-jr— 1 ^-h* — 2 ^-4-;»— 5 



ot^-f» jp a'H-y— J fl t^-t» jp — » «^H-S CI' -hi ri 

Per determinare la costante G si fàccia x=^ i ^ed avremo 
z^ =~ '"T^* Crmala probabilità che ha Tizio di guada- 
gnare la partita quando manca a Gajo un solo tiro, cioè z 9 è 
eguale alla stessa probabilità che ha Tizio per ottenere un tiro fa- 
vorevole , cioè = !?LiL^L±i ; dunque , sostituendo per a ? «S 

^, i loro valori, avremo 



m — «-f-i m — /r-+-I . n — i-+I 



e 



W -+•»■— # — ^-+2 »-i-»— tf — i-+2 W-hH — tf — ^H-2 

d*onde si ricava C = o, e quindi T integrale rimane privo di queir 
ultimo termine e finisce al termine 

a» -f jc et' -h 4P — I a'-t-3 oi 



i8-+4p /3-l-jf— I i3-+2 /3-*-i 

Per fame un esempio, sia 772= 10, /2 = 5) a = 4) i = 3i ed 
^T =n= 2 : sarà a = 7,a'==:2,p = 9: facendo le opportune sostitu- 
zioni, avremo 

z =A^JL.l=:?2^^« = il = f?=:o,89 circa. 

2 II . Il io Ilo Ilo 55 

Se le palle estratte si fossero rimesse continuamente neirurna , al- 



J 
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ìon il valore di z apparterrebbe al Problema precedente ; ssxebbe 

ia quest'ultimo caso p= -2-, a =—, e quindi a == i — L 
0,83 circa. 
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$ II 6- » Quale è la probabilità perchè un numero -di palle 
„ prese in una sola volta a caso da un' «rn?. , £ia pari , ovvero 
„ dispari „ ? 

Rappresentando per x il .numero delle palle contenute nel re- 
' cipiente i è chiaro che le di^e probabilità tanto per prendere un nur 
mero di palle pari che per prenderne ,nn numero dispari^ saranno 
due funzioni del nnjneco totale delle palle ; rappresentiamo adun- 
que per y h somma dei casi iiei quali il numero delle palle da 

prendersi può esser pari ; sii la «onnna di quei casi ,oei quali il nu- 

/*" 

mero che si prenderà può ,€sseve irnpaq . 

»Se si aumenta ^ d'un' unità, y ^spi4merà la somma dei 

casi pari , ed è chiaro ^"he.sarà eguiile a ^ , -h 2 : poiché ogni caso 

impari per T aggiunta della nuova pajla div^jene pari., avi^Oio duor 
que questa prima .c^Pfi^ipue 

y =r y ^ Z . 

-^x^i ^X X 

Egualmente ^ -sarà la ^omma di tutti i casi ìmpari dopo 

che alle palle contenute nel recipiente ne ho aggiunti una ; questo 
numero sarà eguale a z numero dei casi impari prima deli' aggiun- 

ta deir unità, più y ( poiché ogni numero pari aggiuntavi 1' unità 

f diviene impari ) più T unità che è il caso per la nuova palla che 

si aggiunge; avremo per ciò un' altra ecjuazione 



z = J5 H- y H* I • Il Problema adunque si risolve con T inte- 
grazione di queste due equazioni 

y — y .^z =0 

^X X *•+! 



SeccMido ciò ohe abbiamo* detto ài §. 70. elimineremo per mez- 
20 delle due superiori equazioni z ^ ed otterremo un' equazione 

del secondo ordine 

y — 2jy = f > la quale si riduce del primo i facendo scema- 
re r 00. d' una unità ^ e diviene 
y — ajf = 1 ; integrando quest* equazione abbiamo 

y = ^ 2 -^ > essendo « la radice dell* equazione m — a = o , per 
il che « = lì ; dunque* 

> =a Sa . = 2l ( — » H*A)>^ =Aa — i. 

Per determinare la costante A > si osservi che quando a? = i ^ 
si ìuy = o , perchè non vi sono casi pari, onde A — i = o, A=5 

j; avremo adunque 

y = Sì — l. 

Sostituendo questo valore di jr nella prima equazione > avremo 



X 

« — I 



/ 



2; z= 2 .La somma adunque di tutti i casi possibili sarà 

z ^y =a H-a — i=a — 1; così la probabilità per 

.XX 



prendere un numero pari di palle sarà ?-I 1 j e quella per pren- 



»* — I 



derne un numero impari = -1—- : vi sarà dunque sempre piiì prò- 

babilità per il numero impari che per il numero pari . 

Sia or =6 ed avremo la probabilità per prendere un numero 

pari di palle =|l5i = |: 

quella per prenderne un nomerò dispari = |^ . 

PROBLEMA. IV. 

§. 117. )) Mancano a Tizio nn nnmero y d* eventi favorcvo- 
t) lì per guadagnare la partita: ne mancano a Gajo un numero x: 



/ 
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yy si dimanda la probabilità che ha ciascaao di guadagnare ^y « 
Cerchiamo la sorte di Tizio • La probabilità che ha Tizio di 
vincere dipende e dal numero y degli eventi che mancano ad esy- 
so , e dal numero a? di quelli che mancano al suo contrario : quc 
sta sarà dunque una funzione di x e y : rappresentiamola per 
z 

Supponghiamo che si faccia un tiro, e che ottengasi uji even^ 
to : se questo è favorevole a Tizio , la di lui probabilità diverrà 
z > e se è favorevole ja Caio , z 

Ora essendo q la probabilità perchè V evento sia favorevole 
a Tizio > o perchè Ja di lui probabilità divenga z _ ; e p la 

probabilità perchè sia favorevole a Cajo, o perchè la probabilità 
di Tizio divenga z » avremo ( i ip> VI) 



z :=qz ^pz 

x,y ^ x,y-^l ^ x-^i ^y 

e da ir integrazione di questa equazione dipende la solnzìone del 
Problema • 

Se in questa equazione facciamo aumentare x ed y dell' uni- 
tà , e portiamo tutti i termini da una sola paite y avremo 

-pz ^Qz — ^; = o . Ouest' equazione paras- 



gonata con quella del ( §. 88. ) ci dà 

A = o I C = — I ) B'==p, B = j> P quindi p 

_I_ ; sarà dunque 



f* 



f- 



i^lL 



Ay = /(iH^y£,^ ^^(^-^') ,^^>(j--^^H>-t-^>.^^ecO,eper 

m 

conseguenza ( 86. ) 



5 —Jf^ _^.,«^. ^y(ji>^±J^ 

"x.y 



* ^ X,0 '"■ Jf— l,0 3 ■*• Jf — S,« 



« « » 



Ora la probabilità del Giocatore diviene certezza, o eguale 
air unità , quando y = o ed oc è positivo ; e diviene nulla quando 
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h? =±: o ed V è positivo ^ dunque z- = i quando ;a? > o ; z 

= o quando y > o: 

ciò premesso j facciasi nella trovata espressione jjcr 2; , ^ = 0, 

rftì avremo 

•z =10 = ^ (z . ^ynz ^ZÌl.±JLÌ .p^z H*^jc. )> 

Q,y ^ ^0,0^^*^^ —1,0 Jà ^ —2,0 ^^ 

^ quale equazione ci dà 

z = o-^ s = D ec: 

0,0 —1,0 

€i vede adunque che la ricercata probabilità è espressa per una se- 
rie di un numero finito di termini; rnltimo termine è quello, ove 
si trova z . Cioè 

Ufi 

jz ==/(j^ypH-^^'^^^^P^^^^^'^'^^^"^^VH- . . . . : 

2.3.4 -^ - 

j .2.3 . • • . . («p-r I ) Jr J' ^ 

m 

Moltiplicando per questa espressione della probabi^lità il va- 
lore della scommessa, avremo ( 11 1 >VI) la parte di questa scom- 
messa che appartiene a Tizio &e la partita Jion si finisce ; o la sor- 
te di Tizio prima di terminare la partita. 

Quella medesima, formula ci dà la probabilità di guadagnar* 
per l'altro Giocatore col solo cangiare in -essa x per yi y per x ; 
j> per j ; q per p. 

P B O B L É M A V. 



§. 1 1'8. yy Abbiasi un' urna ovtj si trovano palle bianche e 
9, nere-, si dimanda. la probabilità che ha Tizio di guadagnare, 
5> quando scommette che, estraendo dalV urna successivamente un 
^y certo numero di palle ^ uscirà dall'urna medesima un numerò 
jf <z di palle ner* prima che ne esca un nukero b di bianche „ . 

Suppónghiamo che resti un numero y di palle nere ad estrar- 
si, prima che ne escano tm numero x^ ed indichiamo la ricerca- 
ta probabilità per z . 

Tom L M m 



\* 
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Se ogni palla estratta si riponesse di nnovo nell' ama 9 questa 
Problema sarebbe identicamente quello del §. antecedente > ma non 
avendo luogo questa condizione > egli è diverso . 

Sia n il numero delle palle nere che si'trovano neirnrna al 
principio del gioco; sia m il numero totale delle palle: sarà fli 
conseguenza m — n il numero delle bianche . 

Quando restano un numero j' di palle nere da estrarsi» avan- 
ti che ne esca un numero x^ avremo: 

Il numero delle palle nere restate neirurna =n — ci^y: 
quello delle bianche =772 — n — b ^{^x : 

11 numero totale delle palle restate = m — a — b<^x ^y . 



Sarà dunque il q del Problema antecedente 



n — AH-y 



ed il p sarà = >»-»-- jt^^jr_, dunque il Problema sarà risoluta 
da questa equazione 

Z =2 — ^ * — - — =^. 25- . •+ ■ -^ ** * 

equazione a differenze finite e parziali a coefficienti variabili • 

Facciamo per comodo e semplicità di calcolo /z — a = (/>« — 
n — 6 = e> m — a — b=^hj ed avremo • 



z = -z — - -^ — z H- s — -^- — ^ 

X,y h^x-¥y Jt,j>— I h^x^y. jp— I.Jf 

P-er integrare questa equazione facciamo (*03) 

• . f , 

indicando per ^,p due costanti indeterminate, ed essendo. 

\/{c^x) = {€^x){e^x--i) . • * . . (e-ri-i) 

\j{h^x^y)^ih^x^y).ih^x^y—i). • . .(/iH-i)t 
facendo le opportune sostituzioni, avremo 



jip -f — I 



7(A-+-«'*+jf) ^ (h^x-hy)V(h'^X'+y-'i) ^ 



t^t •• 



(h H-*-+^ J.V(/i-l-«H-Jf — l) • 
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h. xjath si ritluce ad «/3 = «>i-P: e «i dà 

/3 = ( 1 — « ) 1 e perciò p'' = ( i — cT ) j avremo per tanto 

2 2-3 



. ec, 

2.3. ....m . 



• • • • 



e quindi 

3,3 •» . 

introduce odo la funzione arbitraria , avremo 

a ) H- iÌ4L±Jii^^±ll ^ ( a? — 3 ) -♦- ec. } . 

3.3 sT -^ 

Per determinare qnesta fiinzione facciamo jy = o , ed avremo 
( esseiitìo 'y (rfH-o) = 1 )v 

z =^<'-^0^(a?-)epcr.ciò^(ar — m)==y<*""*~"'>g 

■ 

Dunque 

a 'Vl^H-jc — 2) jf— 2.0 

2.3 m 'vif-h*— w) ^ — w,o >' 

Ora ( §. antecedente ) 

s =z =ec. = z ==ij2; -= Zl ^ = js = 

*,o * — l,ó 1,0 0,0 — l>o —2,0 

ec. = o, dunque 

Vlf-+x — a)*^'*'**"'"** 3,3. ..(jp— I) *7(*-*-0-' * 
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Ponendo in questa fonnnla a in vece di ^, 6 in vece di «^ 
avremo la ricercata probabilità. 

PROBLEMA VI. 

§. 119. „ Sì suppone che a ciascun tiro possano accadere tre- 
n eventi diversi che per più chiarezza^ indicheremo per P,Q,R, 
,/ e che le probabilità di questi eventi siana respetti vamente p ^ 
>9 q>r; sì dimanda la probabilità di guadagnare fche ha un Gioca- 
yy tore, il quale scommette d'ottenere T everito R un numero e 
yy dì volte y prima che V evento Q sia ottenute^ b volte , e V evento 
„ P a volte ,7.. 

Indichiamo per z la prcrf)abilità del Giocatole , allorché 

V evento R resta da aversi un numero u di volte , prima che Y e- 
vento Q arrivi un numero j/ di volte > e l'evento P un numero xi 
la cercata probabilità -sarà z , . 

Sapponghiamo che il Giocatore faccia un tiro; questo tiro a 
può portare l'evento P,. o T evento Q, o l'evento R; la probabi- 
lità adunque z può divenire z ; ovvero z ;. 

^ x,y,»^ a?--i,^,ifr *»Jf '•» 

ovvero z 

In conseguenza avremo per risolvere il Problema questa e- 
quazione 
z z=zpz H- 92; ^rz y 

la quale si riduce aucora a quest' altra 

r)Z H* QZ ' H* TZ — • «..••. 

z = o • 

Seguendo il metodo spiegato al §. ioo.> facciasi 
2; = « /3^ y i e sostituendo e dividendo per oi ^^ y ^ avremo 

fra le indeterminate «>p)y questa equazione 

pj3y H* j^y H* ^«i3 — ^^y = ^ 1 dalla quale si ricava 

y = !^ == , ed in conseguenza 

a /3 
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ava ^«•' *'/3 ^^ a/3* ^^ ^» -' ^^ / 

avremo adunque , facendo a/3^ = ^(x>j')> 

a»H- ec } : 
ora f accada z^ = o, abbiamo ^(jC)>') = s i dunque 



2 



• • • t 



2.3. 

La natura della scommessa è tale che quando tt = o, ed x 
ed j^ souo maggiori dì a; , il Giocatoiff^ ha guadagnato *; dunque 
z == J quando ^>o>y'>o. 

Al contrario il Giocatore ha perdnta in questi tre casi >> P*. 

quando y =z= o , ed x>Oy z/ > o ; S^. quando x = Oj edy>o^ u 
> o ; T^ quando a;= o , jf 3= o , ed 2ii> Q : dunque 

Z =0; 2; =0;j2J =0. * ' ' • ; 

Jf,0,l» 0,^,« OfO,l» 

Dà queste condizioni possiamo ricavare i valori di z . 

quando x^y sono nulli > quando sono negativi ,^ e quando uno di es- 
si è negativo o nullo. 

In fatti facendo nella espressione ^upérrormehte trovata pc^ 
z , flc = ò» y = o^ avremo 

z =o = r*{2; ^utpz ^QZ )H-ec}/dal- 

e,o,ii " ^ 0,0,0 ^-^ —1*0,0 ^ 0,-1,0-' ^ 

la quale ^ . 
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segaenza 

^« ^ ,> = ° » ^ w ^ =; b ; ^ = o ; ce. Facendo soltanto 

0,0,0 —1,0,0 ^ o, — 1,0 

a: = o , avremo 

e da queste due equazioni «i yede che i valori .di z :Sono nulli 

quando jc == o , j^ = o: qnando a? = — m^y-^z: — ;z : quando a: = o> 
ovvero j^ = o: quando jc== — m, ovvero jf = — n. 

Per' — OTt — n abbiamo inteso d'indicare dei numeri negativi. 

Dunque T espressione di z sarà Jfinita^ e ^arà rappriesexi- 

tata nella maniera seguente 



z 



^l^u{p^q)^'J^Ìp^ ^^pq^f)^ 



>>»••• 



(i^ H- ZP\ •^ 3M' H- 3' ) tH ec. ^ 



il { tf -4-1 ) ( » -» g ) 

non continuando questa sq^ie ,cbe fino ai iténnini .nei «quali le po- 
tènze dip Mranno minqv :(iì a? 9 e quelle dx q minori di jf. 

Si vede come dosi^xiptQio regolatici se gli :eventi che possono 
accadere a ciascun tiro , fossero in >aa maggior numero , 

P R O B L' E M A yU. 

» 

§ 120. >9 Abbiasi Hit' urna eoti palle biaxiclic -> nere ^ e ros- 
se » e si dimandi qual probabilità vi .è per supporre che si estrarra 
,, prima dall' urna un nuoiero a di palle nere di quello che s e- 
,, straggano un numero e di rosse., ed no numero b di bianche .,, . 

Ser ogni palla estutta fo?se riposta di innovo neirurna prima 
di fare la succe^iva estrazione, allora il Problema ricade in quel- 
lo sopra risoluto: egli è però ben diverso se questa condizione non 
hi luogo • 

Siansi già estratte a — j^ palle nere, e — x palle rosse, b — 
u palle bianche. Sia z questa* probabilità , la quale si conver- 

te in quell;i che si cerca facendo x = Cy y^=ay u==b. 
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Sìa := m il muderò totale delle palle posM Dell' orna: 

Sia = /2 il nnmero dulie palle nere: 

Sia = l quello delle rosse % 

Sarà = OT — l-'^-n quello delle bianche : 

Ora le palle cere restate neir urna ^t saraana = n «r^ a h* j^ 

Le rosse restate ea = Z — e -h « 

Ije bianche restate ec. = m — n — t — h ^ ù . 

Il numero totale delle palle restate =z m-^b — e — a^ x^ 

' Avreisa ad unione nel nostro paso 

* • • 






. i 



e r equazione che risolve . iì ProBIemà ^ sarà 

2 ■ ^^-m^ • — ~ r 2^ ^'1*' ■ I T» t r . ^ " Zf ■ I" • • • • 






i 
_ » 

essendo d=n — a; e = Z — Cif==m — 6 — l — «; h = m — b 
— e — a . - ' ' 

Una tile equazione è un caso particolare dell'equazione (d) 
del § 103 : faremo adon^jne 

essendo ' ^ 

• • • 

y(e*i-a:)i=(.e-{-a?)(e-ha:T— 1) ......(eH-3)(e-Hi) 

y (/H.tt)=:(/^«>(/-4.à- I ). (/-t-3)(/-4. l ). 



Facendo : ora le, oppQrtaae sostituzioni nella proposta e -divi- 
dendo tutti i di lei termini per i loro fattori comuni ^ avremo fra 
^ , /3 , y qnest' equazione * . ' , 

«/By = *y -{- |3y ^ «j3 , .(J^iUa quale sì ricava 






Dunque 



nella quale espressione sostitaef}do. in- vece ùi à fi una- funzione 
qualunque arbitraria p{x,y)f avremo 

x,yt» vih-i-x-+y-t'u) V. 

* • 

per determinare la funzione arbitraria facciamo in quest'equazione 
u = Oi ed avremo 

sira dunque 
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a — 

*»^ — suo' ^^ 

La quale finisce a qaei termini , ove in 2 t se ovre^ 

IO j' è nullo o negativo . I^eì termini poi <lie rimangono conviene 
fare z = j qnalnnqne siano x eyy piirchè siano ma^iori di 

zero . Tatto questo si è .dimostrato al j. Antecedente^ 

PROBLEMA VBH 

^. lai. », Un Giocatola scoinftiettè d'ottenere un dato esren" 
n to b volte almeno in nn nnmero tz di tiri.: la .probabilità d'otte- 
n nerlo a ciàsonn tiro essendo p ; io dimando la probabilità ^ goa- 
,, dagnare che ha questo Giocatore „» 

Indichiamo per z questa probstbilità r mentre mestano td es« 

so 0? tin da farsi, ed y volte da ottenersi T evento; % cliiaro che a 
probabilità cercata al principio della partita, sarà z : ora suppo- 
nendo die si ^ccia nn tiro> avremo per i priiicipj sopra spiegaà 
z =pz ■ .«H-fi — p)z 

che è una equazione a differenze fìmte e parziali del secondo or- 



Questa equaàone integrata secondo il metodo s^^to ( 86 ) > 
«ì dà 

p^ quanto questa espressione vada al? infinito ^ pare nel nostro 
caso le condizioni del Problema la finiscono >dopo un certo nume- 

IO di terfìiini . 

. • • • * 

' ; 'E' evidente in fatti che il Giocatore guadagna } ovvero che 
Tom. l N n 



jc =1 quando -^ =;=: o jj a? .e^setKlo > 9 ; 9,, che egli perde > ov- 

vero che 2 == o , qnanda x :ai o ^ jk essendo > o j. dunque z = 

1 ^qijiaiido* a^;:^.o; j5 '*=F^CMj3ando> >©::_..; ^ 

Si faccia ora nella ritrovata: espressiotìe •|)cr ^ ,, ^» y«=o, 
ed avremo 

da cui -si ricava z r=zoi-t " = o' ec' , pùrchè^ v > o . 

Dunque T espressione: suddetta, terminai ove- trovasi z : es- 
sa sarà per <finto> - r r : ; . - 

Jf^ccni^O' ora x^= a, y = i , 2 = a .= i r =;ec;.= i , avremo 

- ■= '(. ->)-' -F-ec.-. . . ; ;:^-i<»ii^;ì^yiiiJ(,:_j,)'-']. 

Onesta fornvila h iitatar trovata,' supponewioj cor. metodo* spiegato 

al ^. 86. , 2 = a*/3^ e* dctermibando» /3 per «■ in virtù dell* e- 

quazione 'a^=p-ht I — P ) ^^- ^ . :, 

,5e uqì^ avessimo determinata « per /3 r avremmo» ^vuto ( noi 
• fecciamo ptìr-senjplijEità. l;^ S^= ^ )' ^uèst^ sj^ficypìfl^: % mtìl» pdr 



• - • - • • • 



o,^ — rf -fa * 



% < 



* • 



^ — i? •+.(«; — y — 13 saranno tutti numeri negativi; l'indice y — > 
a(?-f-(ic — j' ) sarà nullo , ed {«seguenti positivi . ' • 
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Ora se nella prima formula facciamo a=Qi b= — i', b = 
.:- a i 6 == — 3 ec. > troveremo . 

z = I } 2 = I j z 5= 1 ec. ) duoqn» . 
o,-i . p, — a 9,-3 i* ' "^ 



^ •* 



facendo poi x=zaj y = by avremo 



f • • • • 






T • 



•» • 

Se il Problema .avejisp jdimandato il preciso numero h d' e ven.- 
d né più^ né meno "nel numerò et j3i tiri , allora- dà quest\ espressio- 
ne sarebbe bisognato togliere quella della probabilità d'ottenere 
un numero ^-h i d'. e venti almeno in a tini la quale è » 

^(tf-i)(^.~a).;...aH- a)^^ ^ 1 4~ j H- 1 



^.. A^i===i^ -^^i^ %^ \ P 2 -^ ' • • 



a 



La. ppj>abilità per ottenere precisamente il numero A d^e-- 
venti sarebbe allora ( indicando per IZ questa j)robabilita ) ' 



« * • 

5e facbiàmt) ,& =-a — ? :i > abbiamo 

= — I 

Z ^=: ^^"^ •'^, ' ^ p . o* ec. ; « se- facciamo i= o i abbìama 



Z ' =— .p "" aj se facciamo Às= a — ìiì, abbiamo 
il . j — 1 i -^ -•* 



*,tf— 2 






« <0 



si vede ^drniqne che se -p rappreseqta Iìt :probabilità d* avere, un e- 
vento, gr quella d* aver 1* evento contrario, ed m il numero delle 
volte che si fa un tiro» ovvero che uno si 'espone ad ottenere Te- 

vento, facendo lo sviluppo del binomio (pH*2) ^ 









il primo di lai termine rappresenterà là probabilità che. tutti gli 
eventi siano £irorevoli ì il secondo rappresenterà la probabilità eh» 
gli eventi siano favorevoli ed nno contrario ; il terzo quella che 
tutti gli eventi 9 eccettuati dne^ siano favorevoli ec ; ed infine Tul- 
timo termine darà la probabilità che tatti gli eventi siano centrar j .. 
. Facciamo m eguale ad un numero impari sr/ZH* i > ed avremo 



a — 



2*3 m *^ * 



. 9« 211-4- r 

0P9' -i-s • 



Ora è facile di vedere che in questo binomio sviluppato la 



H-r 



somma dei termini fino alla potenza p^ q inclusive rappresen- 
ta la probabilità che l'evento fiivorevolè succeda /2H*-i volta al- 
meno in 27Zr:i?> i tiri 9 o che la eomtna del rimanente dèi termini rap- 
preseiùa la probabiiità che T evento contrariò succeda esso n^i 
volte almeno in ann* i tifi r se dunque indichiamo queste due pro- 
babilità per E , P , avremo 

E = p H-(a«H-r)p. «H-i— -^p 2-4- -i- 



(«»-»- 1)«»( a«- 1 ) (»-»a^V *'*''^* 



» I > ■ t.« I gì 



2.3 li 

allora E>P; e se p<9 allora E < F- La diftèrcnza poi fra E » 
F ciesce col crescere il numero anH- 1 > © col crescere la diflfe- 
repza fra p e ^ . 
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Supponghiamo adesso che s'abbiano (a/ZH* i ) urne, ciascuna 
delle quali contenga palle bianche e nere, e che p sia la probabi- 
lità tf estrarre una palla bianca., e q, la probabilità per estrarre 
la nera.. 

. Se noi prenderemo un^ palla dà ciascuna urna , è chiaro che 
E rappresenterà la probabilità che fra a/z h- i palle estratte si ri- 
trovila almeno «h- i palle bianche y ed n palle- nere 4 ed F rap- 
presenterà la probabilità che fra 272M- i palle estratto si ritrovino 
almeno /2H- L palle nere Se p sarà maggiore di q^ piiì grande che 
sarà il numero dèlie urne, piiì facile sarà che li pluralità nelle pal- 
ìe estratte sia favorevole alle bianche, e questa facilità crescerà, 
col crescere il numero delle urne e viceversa . 

Trasportiamo ora tutto questo a cose, più attratte, e suppoa^p; 
ghiamo che vi sìa un Magistrato , Consiglio , Assemblea , o qua- 
lu^aque corpo morale composta di<nii numera 3/z'H^ i di votanti 
per deliberare sopra una certa questione . 

Ciascun votante può dare il suo voto ih favore dèlia verità , 
o in favore delT errore • Sia p là probabilità che un votante si de- 
ciderà perla verità; q quella che ei ( sebbene involontariamente Y 
si deciderà per Terrore: T espressione che abbiamo travata per E, 
ci darà la probabilità cEe là decisione risultante dalla ballottazio- 
ne , sarà conforme alla verità; ed F ci darà la probabilità che là: 

decisione sarà conforme air errore . 

Dunque sep> 9 cioè se i lumi di ciascun votante son tali 
che gli sia piiì difficile ingannarsi, di quello cHe vedere la veri« 
tà, allóra piii' che sarà grande ir numero dei votanti, più la de- 
cisione avrà di probabilità per essere conforme alla verità , ed^ in 
conseguenza per essere giusta . Al contrario se P < 9 > se cioè i 
lumi di ciascun* votante saranno* tali da fkrlo' piiì 'facilmente cadere 
neir inganno , allora piiì numerosa che sarà Y Assemblea , piiì fa- 
cilmeitte' sarà ingiusta^ la di lei decisione,- percHè contraria alla 
verità. 

Per questo V Assemblee numerosissime è necessario che siano 
composte di persone istrnite sopra l'oggetto da deliberarsi ;. per 
questo le Assemblee Popolari sono sempre cattive se il popolo non 
è istruito sopra gli interessi, per* i quali è chiamato a deliberare:. 

Per far un esempio^ si dimandi la^ probabilità che ha in favor 
della verità , una decisione data a pluralità di voti da un Magi-* 

strato composto di nove votanti, ciascun* dei quali abbia -^ di prò- 



270 M ATIM ATIC A ffUB LIMI 

Labilità per risolvere in favore della yerith , ed ^ in favor dell' 
errore . 

Avremo in questo caso ttz = 9 ; p = — ; ^ = — : ..dunque la 
probabilità che la decisione ^a .conforme alla verità, sarà 

.V IO-' '^^jo-' ^ IO-' a ^10-' '^ìq' 2.3 >io' ^iQ'' 

9. yo ^^x fì^. j^ quale si riduce e diviene 

jt __ 99910908 , 
.100000090' 

c la probabilità che la decisione sìa ,errata , sarà 

I' = . . ^^'^^ . : dunque E ; F : ; 999 1 0908 ; 89093 : : .1 1 2 1 : l circa ; 

Sarà dpnque 1 1 a i volte più facile che la decisione sia conforme 
alla verità che ali* errore;^. di 1 121 decisioni ve ne sarà probabile 
mente una ^errata; ma non si trovano . spesso ^Magistrati .cosi i- 
struiti. 

Noi abbiamo fatto questa breve digressione per far travede- 
re ai nostri Leggitori T eccellenza del Calcolo delle Diiibrenze Fi- 
nite coLpotersi applicare per fino .alla -stima^dei giudizi .degli Uo- 
mini; del .resto .chi .vorrà vertere ìa , esteso simili .applicazioni può 
leggere la sublime .Opera, unica nel suo genere, jdel Geometra 
Condorcet , . che ha per titolo.,, Essay sur la Probabilité des 
Decisions renduès a la vluralité des voix. 

P R O B L E 31 A IX. 

§. laa. „ Un Giocatore estraendo da un'urna, la quale con- 
„ tiene palle bianche e nere, un numero ,a di palle , scommette 
„ che fra queste se ne trovino almeno un numero .6. jiere; ^uale è 
^y la prjobàbilità jàì guadagnare che ha questo Giocatore .,, • 

tSe le palle estratte si riponessero «successivamente nell'urna , 
questo Problema sarebbe identico con T antecedente; senza questa 
condizione .egli è .diverso , poiché la probabilità .d' estrarre una pal- 
la varia da un tiro air altro, variando ad ^gni estrazione il nume- 
ro delle palle che si trovano nell' urna medesima . 



'■# ♦ 
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Sia m il numero totale delle palle : 

Sia n il numero delle nere ; 

Sarà m — n quello^ delle òiauche ^. 

* 

fodichiamo al solito per z là probabilitsi quando gli re- 

Stano a? tiri a Éire ed y palle nere ^d- estrarli :: la probabilità ricer- 
cata sarà z .^ 

Ora' avendo il Giocatore fatto a' — a? estrazioni, il residuo 
numero totalj^. delle p^Ue flejr.urna 9a,rk m — a^^xi ed avendo 
^svatte ^ cp'—y palle nere , • ih res^dwp; JQurpeiro di esse sarà n — 
Pr^^i^,^ reàduq dell^ biapcjia,, s^a m 4r ff H^.a? ^ ni— b ^^y . 

La* prol)abilità aauhque d^ àvèrè* neìlà « seguéntp * estrazione u- 
qa' jjalla: nera , sarà. 



n:^f^y. 



I * 



m — a'^x 



; e quella d^ averne unr palla bianòa > sarà ' 



r * J -I l '■ ' • "^. 



» I 



Mi — a -+« . . ' • . • ^ '" 



Avremo allora per'risolverò il Pròblèiàar equazione 
z = "Lul-^ y z' ^ '!Lz!Lzi±ì±JL::zlz' , ovvero 



4 

Z . = ^-^3^?2;.. T -—t- iLJzLf! — Z. z 

X ty r -¥ X X — T,jf — I' r-^* * — 1 ,7 

essendo p = /2 — b; p =;m — n^ — aH-5; r=77z— ^a. 
; 1 Paragonata. qqti$ta:,Qqpazione" con^ T equazione ( Cf )/ del §. 
1 03: r troveremo . • 

a.t=pH^y; 7i'_ =?^p'h*.v*^ — yi m=:r^x^ e per ciò 

• - » 

•^ v(^'-K->— 1) «— j» — 1,0' a v(/.'-»-«— >-a) 

ora essendo'( S." 120. ) s = iquàpaò s = 0,0 v vero -s> Oi ed 
e =0, quando s = negativo; k' serie superiore ' diverrà 

», •* . . w 



\ 
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d * y(y-+*— jf— a) • • • •- 2.3.4 (*— j) '^ * 

Facendo efTettivamente i prodotti indicati dalle caratteristiche 
y^ e qnindi polendo a pcr.a;i b per ^.| atterremo la ricercata pio* 
babilità . 

Da questa soluzione generale si ricava quella dcd ProHema 
apteccdepte . 

Sapponghiamo in £itti dixe si ripongano neU' nrna tutte le pai* 
le che s'^estr^gono; allora nei coefficienti dell' eqnazionie non ea- 
trerà né Xt nè^» né a^ 9è 6^ saià|}=n,p'=/a — ^,r=^} ed 
avremo perciò ' . " 

V(P-»-/)=/» y C'* -:*• ») *= '•'» y (/-:*• « — ^).= p''~'i 
4npq?ie 



,ea J. 






•ma ^ è ciò che al $. antecedente » è indipato per pi .^ eiò che si 
è indicato per i — p : dunque 

come abbiamo trovato al suddetto $. 

Per farne -un .esempio* sia m = 20 , n ;= 1.0 , ò =:^ » ed avrà» 
no p=a)p'=8> r=iOi sarà dunque ( facendo x=as=i xo> 

10,8 vcr-no) <.v(^'-^a) 'vC/'H-O^* a *X . 

Z — i o..o.8.Z.g.S»4.3Xi«-9 f la., n ^. 3 «a ., gf\ . 
10,8 20.19.18 13.11 A W.9 IO a/ 

m 

e riducendo a c=J5^ ==0,011 circa 



iO-|8 9'2.3ZS 
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È se le palle estratto si riponessero aell* urna s*avrel>btt 
p=:±, i—p=i e quindi 



^lois = 2^6 {»"»-4-f-9} = o,os5 circa. 

I Problemi II , V , VII , IX possono chiamarsi a Probabilità, 
variabile , poiché la probabilità varia da un tiro all' altro : non 
mi sembra cbe alcuno fin ora ne avesse date le soluzioni diret- 
te, come aveva fatto La -Grange per i Problemi IV, VI» Vili (a) 
a probabilità contante , 

PROBLEMA X- 

§• 123. n Stimare la sorte del Gioco della Bassotta (5) „. 

Per esercitare sempre più i miei Leggitori nella difficile arte 
^ mettere in equazione i Problemi sopra agli Azzardi^ non credo 
opera perduta il trattenermi a stimare la sorte nel Grioco della 
Bassetta . 

Questo Gioco è stato calcolato ancora dal Celebre Giacoma 
BernouJli nella sua Arte di Congetturare; la sagacità di cui fa 
uso in quella analisi è degna di un tanto Uomo > poiché non co- 
noscendosi allora il Calcolo delle Differenze Finite 9 mancava a 

quel Geometra il metodo diretto per sì fatte ricerche ; ma le for- 
mule date da esso non potrebbero servire per noi, poiché le no- 
stre leggi di questo Gioco sono diverse da quelle calcolate da 
Bernoulli . * ' • 

Noi pertanto riprendendo la questione dai saoi princip/ > ado- 
preremo un metodo diretto, e quanto siamo per di^e servirà di 
guida a chi vorrà intraprendere la stima della sorte^ in altri Gio- 
chi d' Azzardo . 

Io suppongo che si conoscano le leggi di questo Gioco per le 
^uali 1* unico' vantaggio del Banchiere consiste nel riscuotere la 
metà della scommessa quando vengono i doppietti della carta gio- 
cata; e nelF: essere in. favore del Banchiere T ultima coppia di car- 
te che si sfogliano : cominceremo dal non considerare quésto se- 
condo, vantaggio , al quale avremo riguardo in seguito * 

Tom. L ' O o 



{a) Atti di Berlino 1775. 

{h) Sì chiama anche Gioco del Faraone • 
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• Sia fdr il nnincro delle carré cbe restano a sfogliarsi : ' 

I. Supponghiamo che la scommessa cada sopra la carta del 
He, e che vi sia una sola carta del Re fra te q.x catte. 

E' chiaro per la Teoria delle eombihazioai «che là combina* 

zioni binarie di 2x qnantità sono Hll^LiiLl, ovvero x {2x — i ): 

ora il numero delle carte esclttsa la carta del Re y sarà 2x — i > ed 
il numero delle combinazioni bvnarie che possono Éirsi con: esse 
sarà (qx — i ) (^ — i )> delinquali aon ve ne è adcuna ehe con-» 
tenga il Re . 

Le combinazioni poi in ciascuna delle qualf può ritrovarsi la 
carta del Re sono {2x — i)*i> e le combinazioni nelle quali la 

carta del Re può trovarsi due volte % sono ' - ^'"^'^ = o . 

Chiamando adunque P la probabilità perchè il E e non sì tro- 
iri nel primo binario di carte che si sfogliano r ed avvertendo cha 
la probabilità è eguale al numero dei casi favorevoli divisa per il 
numero dei casi possibili (20), avremo 

_((>jr — rU*— lì x — i 

. — ^ — p.- «.^ . 

Chiamando P' la probabilità percliè il Re si trovi nel primo 
binaiio, sarà 

P' (gAf- -l)l T . 

* ( 2* — 1 ) « 

c finalmente chiamando P" la probabilità perchè, il Re si trovi due 
volte nel pnxnb- binaiio » sarà i , 

• • • 

II. Snpponghiamo adesso che nel numero 2^ di carte si tro« 
Vino due Re. 

Il numero delle carte 9 fra le quali non si trovano i due Re » 
sarà 2x — 2: le combinazioni binarie di queste carte y saranno 

(2^ — sHg^f-a) _- ( ^ — 1 ) ( 207 ^— 3 ) : le combinazioni binarie nel- 

le quali può trovarsi nna volta la carta del 1^ e , saranno ( a* — 
2 ) . a ; e quelle, nelle quali possono trovarsi due "Re « saraa- 

no ?^=:1. 



a 
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Chiamando adnoqiie P > P% P'' le tre probal)ilità come so^ 

pra j avremo 

P = (^-^ »)(ai'— 3) p' j--. (2jr^fl).2 p/' _^ T 

in. Sapponghìamo che ael numero 2x si trovino tre carte del 
^e e per un ragionamento simile , avremo 

■ 

_(2* — 3)(*— 3) 



P 



i/f 



(2JP — 3).3 

*<2*— I) 

8 



;r ( 2x — I ) 

IV. Iq iìoe trovandosi ^gyattro He fia il namero 2Jc di car- 
te > sarà 

•• S(2jip— j)r ' ' . • ' 

• • . • •. . . -, • 

*(2;c— 1 ) 



4 •. •.« 



» • 



k/^ 



Kamnientiamo che P rappresfìnta semprb la prdSabilità che 

nella prima coppia di carte non si trovi un Re j P* la probabilità 

che vi se ne trovi un solo; P'' la probabilità che vi se ne trovi- 
no due , ' 

§. 124. Risolviamo ora le principali questioni che possono 
proporsi sopra questo Gioco. 

Prima questione 

Quale è la sorte del Banchiere e del Giocatore nella prima 
coppia di carte? 

Rappresentiamo •per T unirà la scommessa ^ ed indicando per 

F la probabilità d' avere il Re nella prima coppia , sarà — la prò- 

kebilità che il Re sia favorevole al Banchiere : e la sua sorte sarà 
( I IO, VI) = — . I = ^'^ così essendo P" la probabilità che la pri- 

tna coi)pia abbia due Re , osia un doppietto, e guadagnando in 
Questo caso il Banchiere la ntetà della scommessa > cioè -j > 
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P'' . — = — la sorte del Banchiere in virtù del doppietto : Dnnqne 

la sorte totale del Banchiere > sarà L±iL , 

Egualmente la probabilità che nella prima coppia di -carte si 
trovi un Re favoi'cvole al Giocatore è —, e quindi la sua sorte in 

virtù di questa Re sarà — . i = — ; e siccome venendo un doppiet- 
to , il Giocatore perde la metà della scommessa che equivale a dire 
guadagna — —-, così per causa del doppietto la sua sorte sarà P^'x 

L = — IH: duMue la sorte totale del Giocatore % sarà ^—^. . 

3 2^ a 

Sostituendo si^desso nelle trovate formule i diversi valori di P', 
P" avuti al §. antecedente per i casi I , II > III j IV , avrema 



Per il caio I. 



/ Sorte del Banch. 
! Sorte cjel Gioc : 



T 

T 
2X 



. Sorte del Banch. = — — — ?^— 

Per il caso IL 4- 2x(2*-i) 

Sorte del Gioc. = f"'S 




Per II caso HI. 



Sorte del Banch. = ^ — ^ 

jr(2jf— I ) 



Sorte del Gioc, 



I' — - 



/ Sorte del Banch. = ■ ^^"'^., ( e facendo » =^ 26 ) = J^ 

PerilcasoIV.s 



. I Sorte del Gioc. 



E sarà soddisfatta la prima questione . 

S' avverta che le suddette espressioni (113) rappresentano àn- 
cara le probabilità del Banchiere e del Giocatore per guadagna* 
re la scommessa nella prima co]>pia di carte . 

§. 125. Seconda Questione 

Quale è la sorte del Banchiere , e quale quella del Giocatore 
quando si sfogliano tante carte > finché venga la carta del Re> su 
cui cade la scommessa ? 
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Risolviamo questa questione nei quattro casi sopra considerati. 
I. Caso, fclia z futizioiie di x la sotte del Banchiere;, u fun- 

X . X 

zione di oc la soite del Giocatore . 

Nella prima coppia «Ji cai tè può guadagtiare 'il Banchiere ; 
può guadagnare il Giocatore ; può nessun, guadagnare : in quest'ul- 
timo casa le loro sorti si: riducono a 2; i u : ora la pro- 

. X.— I . 'jr — L *^ 

babilità ( ^ antecedente ) perchè il Banchiere guadagni la scom- 
messa nella prima coppia di carte ò -rr;^ du;ique la sua sorte per il 

' . • . » • • • r , 

• %#••'» ■<'l" I ♦'" 

caso che la. scommessa: finisca nella prima coppia', saia — • l > ov- 

< » 

vero — . La probabilità perche il :Bariòhieré non vinca né- perda 
nella rprima. coppia 5^ .0 perchèr la siur «irte, si ridpci- a 2f > j> 

perchè es^o- guadagni la qtiàtitità & '• r è%C §• J^ffl?-' J-^^^^^j dun-* 
ciue fclliz . ,. sarà là sorte del Bancllierei se^ la scommessa non. 

' X X-^ì 

finisce nella prima coppia: avremo adtìriqùé'-pcr rajipreseQtare la 
sorte del Banchiere ^?1II^ z> .-^ .j:. .L^ e pfcròìò^ ' . 1 . . . 



Io stesso ragionamento ci *5it. . , • ,...., • • ^ - 

^ / «• «« «« T • O « r 



e dair integrazione di'" queste due equazioni dipendono i valori 

• ** •' I - - * . ,. * 

Per integrare »r equazione S^\\ ia faccio xz =p: ^ ed ho 

■^« -r*— i.,* . a/ r. ., ,-r«H-i -^^jr , -a , •'^* 'a *»./. a ' 

i> 5= — a?-rHCT.e quindi 2;. =— -h -^ : ora facendo a? = i , si" ha 
z = — ==— -i-C, e C = o, dunque « =— . 

I a a ' ' ^ » a 



». • # . f 



2 






Nella stessa maniera tr^vere^a u = 

n. Caso. Sia z' la sorte del Banchiere ì zi là sorte del Giocatore 






• • 
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Nella prima coppia ili carte può gua^goaire il Ikfichiere ; può 
guijdagnare il Giocatore ; può nessun di lor guadageaue , In quest* 
ultimo caso le loro sorti sono ridotte a z' > «' . Ora ( §. 

jftQteceiileQte )']a.p«Fd!)abijiità ^rchè il Banchiere guadagqi la scom- 
messa bella prima coppia di carte è — '^^-r » dunqae la sorte di 
esso per il caso che la scpmme^s^ finisca nella prima coppia i sarà 
^fJZ^^.j , ovvero — i^^Hi^. La probabilità, perchè non venga 

alcun Re nella prima coppia jdi carte , cioè perchè il Banchiere 
non ^inc^ nt peìtiJa nella prima coppia , o perchè la sua sorte si ri- 
duca a z' i p |)ercliè pssp guadaci la auaatità z' _ ^ -è (§. laa,) 

(^^U4-^^3^;'-àan(TPC <*^^'^^«^-3^ z' -sani h sotte ^el Satt. 

•^jhiere sa 1| HieoiiJiije^sa moa ternrià?i»nelIe-4ufepriiBe carter ooogu© 

la soite totale del Banchierp sarà rappresentata da- ^^r^^ ^V^ 

— ^*~* . ; 4^000$ avFemo • 



{3).,..Z =l'-n(3*r-«)^> .^.^ 4*-« 



jr(2;p— r) •*— I ■ **•(«# — I) 

111) simile ra^ionamentQ fatto per id giocatore^ ^aA 

Per integrare 1* eouazione (31) ^^cciasi 
x(2x.--i)fi —p'. , /ed avreniQ da integrar^ 

i-2 (4^:4 |)==,»*(*-^'V-^:* = !LL1'_i:1>"h.C: sarà per tanto 



« « 




z' =^ìlL'*'~U s=: Z poiché là costante trovasi egnàlca ^ero. 

Col medesimo artifizi* inte^ran<i6 T er[Tiaziouc (4) ^^ trova 
2*— 3 



u 



ìc a(2*-iy /x. 

d' ora in avanti non agg\oflgeremo costanti, poicbè detenninando- 
le si troverel)bero = 0. 
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m. Gasa- 8ki rapprésentaxiEi dà s^' ÌA sorte óéL iBà/ùé^eve ^ e 

da u" quella del Giocatore: il ùiedesimdk rsgibaamèntò. che ab- 

biam fatto per gli altri dife*Qasi.,, applicata al caso presènte-, ci dà. 
queste due equazioni a di^renz& finite del primo ordine per de-^ 



terminare z. , ìi 



(5)....«r 



i » • 
4C ( 2JC — l ) JIP — I 



(6) tt" ^e2^-g)fi:^^)„T 

"^ * «(2*— 1) *— I 



JT ( 2* — I ) 

,■ ■■3^ — g' 



Per integrare T equazione ( 5 ) ponghiattia «r( 
j» , ed avremo \ ' 



V)Z 






-»- 3 : faccfamo atìc&e(jif — i }j»; 



>' ed avremo 



P';p —/;»-. tH-(3«-^3)(« 



I ) ^ dan» goaie 



3«*: sarà dunqpg'^ , 






/^ 



// 



2( 2;r — I ) « a. ' 



• I 



xC^jt — r|- 



i • 



.per integrare 1* equazióne ( ^J ponghìamo* x ( aie 
questa diverrà 

« 

5^=^^^_ ^-h ?*-^?pongbiamo>ora(a?-i) y^ 
q' =q -4- ( 3* — 6 ) (a? — ijy dalla:^ quale* 






' ' /A' 



q e 



9' r ed avremo 



^a^(3a?-^3)t=32a?(* — ^r)=ai;{a7 — i)(jc— 2); sarà 



dunque 



.*,— I 



— r-> ** 

1 -V. 



«(jr-a) 



;^-^\X 



fèX — i 



XÌ2X^iy 

IV. Caso . Egualmente per questo quarto caso, indicando per 



•» f ' / 



* ' •> 



' . • y « » t 
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z"^ la sortfi:4cl BanchicTe, e per ..«'"^.la soct^ M Giocatore, a- 

vrpjiiQ le due seguenti equazioni . . . - > 

(•7)..,..jg-.==<«.^-5)(*-,'»)a- ^*-4*^=X. 

Le quali ridotte pjù semplici cql medesimo .artifizio ed inte- 
grate, ci danno - " " • . ^ 

* a*"* a( 8*~i)(a 7I -3) ' » ^^^^ro 

■ ■ 

Resta così sodisfatta la seconda questione « 

§. 126. Terza Questione . ' 

Qu|Je è la sorte dd Banchiere in virtù soltanto dei dop- 
pietti ?" 

Ciò costituisce pardccAarmente 41 vantaggio che ha in questo 
Gioco il Banchiere , e lo scapito che vi ha il Giocatore ; ed il 
doppio di questa quantità format la difeen)5a fra ;Iasoit« del Ban-- 
ichiere e quella del ^Giocatore . 

La soluzione di qiaesta ^juestione si potrebbe ricavare dalla 
considerazione jdelLe sorti calcolate nel §. antepedentjc , giacche an- 
che nella questione attuale si suppone che la soo;iixnessa termini 
allorché si sfoglia la carta su cui si scommetteva . 

Pure considerandoila indipendentemente da ciò che è detto al 

$. citato i vedremo che indicando per ^' questa soite nel secondo 

caso ; per z" la medesima sorte nel terzo caso j e pep' z" là sorte 
nel quarto caso, abbìamp 

n. Gaso . ! . . z .c= IfLzilL'iirisa ^ _._!__:_' " jacAi z' = 

4P(2^ — 1) 8Jr(2* — *) X 



*' ' I • f ■'• • : : ... ' .'» 



n 



in. c!a'so . . • .-r =<^^T^^<^7^^y^'-H: ■^-^— . 

3 



• m * • Z 



4(247^4) 



f r . 



IV. Caso . . . .'t'" r^Ca^-^K»"»^^^ , ^_«_-, ... . . ^J- 



2(2* — J)(2Je— 3) 



\ 
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Il ragionamento col quale si ottengono queste equazioni, ed 
il metodo per integrarle sono simili a quelli seguiti per la secon- 
da questione: gli ripeteremo in dettaglio nella seguente ove sono 
pili interessanti . 

§. 137. Quarta Questione. 

Quale è la sorte del Banchiere e del Giocatore nel II ; III ; 
IV Caso, supponendo che la scommessa continui finche non sian- 
si avuti tutti i Re , giacché si suppone che sia il Re la carta 
giocata ? 

Non si considera il primo Gaso , poiché questa questione ri-^ 
cade allora nella seconda. 

Indichiamo per z ^ u le sorti del Banchiere e del Giocatore 



nel primo caso , le quali abbiamo trovate = — , 

lì. Caso. Siano z' ^ u le dette sorti nel secondo caso . 

X X 

Nella prima coppia di carte può trovarsi nn Re , possono 
trovarsi due Re, può trovarsi nessun Re: in questo ultimo evento 
la sorte del Banchiere diviene z' _ che equivale a dire se non 

viene alcun Re il Banchiere guadagna la quantità z' _ , e sicco- 
me la probabilità perchè ciò succeda (123) è ^ ( Jj l^jT ^ ^ ^ ^Qsì la 

sorte del Banchiere dipendente da questO€vento , sarà '^S^f ' z! 

Nel primo evento la scommessa non termina , -^o almeno ri- 
comincia ; così guadagnata o perduta che abbia il Banchiere la scom- 
messa f= I gli resta la sorte z ; ovvero dal venire nella prima 

coppia di carte un Re, il Banchiere guadagna certamente la quan- 
tità 2; ^ , e può anche guadagnare la scommessa i se il Re gli è 

favorevole. La probabilità, che si trovi un Re nelle due prime car- 
j^ è — ^ ~ ^ ' ' .^ (123); la probabilità perchè il Re sia favorevole 

al Banchiere è ^^ ^^ : dunque per causa di questo primo even- 
to la sorte del Banchiere sarà 
Tom. L P P 
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{^Iz-A^J.z ^ -?^=:i-. 1 =r -^i^ri^ ( poiché a =-L). 

Nel secondo eveuto il Banchiere guadagna la metà della scom- 
messa r=-^, ed essendo la probabilità che accada questo secondo 

evento ^^ , la sorte da esso dipendente sarà ' . -^. 

*(2Jf — I ) * X{2X—IÌ '2 

Sommando adunque le sortì dipendenti da questi tre eventi 
possibili , avremo V espressione della sorte z' ^ e perciò 



( O • • • • 2;' 

' * JC ( 2JIP — l j * — l 2.r ( 2JC — 1 ) 

da un simil ragionamento fatto per il Giocatore risulta 

' X *(2* — I) ;r— I 2*C2JC-"^1 

queste equazioni integrate ci danno 

* 2(2JIP-— I)' ;p 2(2A'— I) 

III. Caso. Siano z' % u le sorti del Banchiere e del Gio- 

XX 

catore: nella prima coppia di carte può trovarsi un Re, possono' 
trovarsi due Re, può trovarsi nessun Re. In questo terzo evento 
( noi facciamo il ragionamento per il Giocatore ) la sorte del Gio- 
catore diviene u , ovvero in questo terzo evento egli guada- 
gna la quantità u ; la probabilità perchè questo evento succe- 

X ' ' L 

da è ^-^-^sH^ — ^) . dunque la sorte del Giocatore per causa di que- 
sto avento sarà il^'.^zs n^- ^) ^'^ 

X{2X— l ) X^l 

Nel primo evento vinca o perda il Giocatore gli resta sicu- 
ramente la sorte u _ del caso precedente : la probabilità perchè 

accada il primo evento è ^^^ ; e la probabilità perchè Y even- 
to sia favorevole al Giocatore è — ^^^^ — ; dunque la sorte dipon- 

2* ( 2;c — I ) * *- 

dente dà questo evento è 

6x—g / , 6jr — 9 - 6* — 4* — 9 , 6jr— '9 pjr— 18 

• U *-!• — ; • • I 



x{2x--ì) jc— I 342*—)} x^^ix-'ì) 2(2*— 3) 2;r^2*— ij x{fix—ì) 
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Nel secondo evento il Giocatore perde la metà della scom- 
messa , e gli resta la proi)abilita di guadagnare u : nella conti- 

nuazione della scommessa, ovvero nel secondo evento egli guada- 
gna la quantità ^-^u _ = — L ^ i_ = o: la di lui sorte 

adunque in virtù di questo evento è = o . 

La somma delle sorti per i tre eventi che possono aver luo- 
go nella prima coppia di carte, sarà eguale alla sorte u' , ed avremo 

^^^ X Jp(2Jf — I) 4P— I *(2«— i) 

un simile ragionamento fatto per il Banchiere conduce air equazione 

^^^ X 4fl2ap— 1) JP— I a4p(2«— 1> 

queste equazioni integrate ci danno 
^'' 3ff— 3 j/' 3*-< 

jp . 2;r — I ;r 2JP — I 

IV". Gaso . Siano z'' , u' le soiti del Banchiere e del Gio- 

4P JIP ^ 

catore, e ripetendo gli stessi ragionamenti che abbiamo fatti per 
gli altri casi , avremo queste due equazioni 

^ ^ X x(2x—ì) x—i xiiX'-i^tx—S) 

le quali bisogna integrare per aver la soluzione della questione . 

Facendo uso dell' artifizio adoprato per l'equazioni del §• 124, 
queste si riducono all' integrazione di semplici funzioni , e si trova 

X 2AP — I X 2Jr— I 

In fatti per l'equazione (5) facciasi wT(fta? — i)z'' =p , ed avremo 

_^ (3 y-s)(^ — 2) p ^ , 24(jp-a)^H-3(4Jp— 7)"^'(4y — S)(g^--3) , 

facciasi {x — i)(2x — 3)p =p' y ed avremo 

3)} ('^ — i)» ovvero 
I ) , e ridacendo 
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integrando ora quest'ultima equazione > avremo ( 1 5) 

p' = 322*^ — 422jc* h- 1 62ar= Sa?* (« — 1 )* — 7x ( a?. ~ l ) ( a« 

i)H-8a?(a? — i)^ ovvero 
p' =a;(a? — i)(aa; — 3)( 45: — 5 ) : sarà, dunque 



;&"' 



f^: •»(4»— 5) 4*— 5- 



r « ( '2JC — i ) * ( 2* — i ) 2X — 1 

Nella stessa guisa si troverebbe il valore di u'' . 

Le costanti si tralasciano y perchè- si. troverebbero^ = o . 

^. I a&. Se alfe sorti del Banchiere qui sopra calcelate s' ag- . 
giunge la sorte che nasce dall' ultima coppia di carte che è sem- 
pre vantaggiosa al Banchiere ^ avremo nei diversi casi le effettive 
sorti del Banchiere medesimo . Questo aumento di sorte per V ulti- 
ma coppia nasce e dalla probabilità che la carta sia favorevole al 
Giocatore ( che neir ultima coppia (123) è in favore del Banchie- 
re ) e dalla metà della probabilità perchè si abbia un doppietto . 

Questo aumento di sorte è dunque eguale alk sorte del Banchiere nel- 
la prima coppia di carte r dunque indicando per A questo aumento , sarà 

I. Caso . . . . A = i 

n. Caso A = -^^!^=^ 

2;r(2*— 1 ) 

III Caso .... A = ~^^ 

IV. 'Caso . . . . A = -^:i^ . 

Queste quantità devono togliersi dalle calcolate sorti per il 
Giocatore per avere le vere sorti deLmcdesimo. 

Se sì fa oc = 26, avremo per la quarta questione nel Caso 

IV ^"^ cioè quando comincia il gioco > 

Sorte del Banchiere = i^^^^ H- "^"^^ = —^^ : 

2jr— i Jr (2*— » } 35.51 

Sorte del Giocatore = ^^-^ — -if^ni- == ^S'P .. 

24f — I * ( 2* — l ) 26.51 

d'inque indicando per S la sorte del Banchiere) e per 5 quella del 
Giocatore , sarà 
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Sis : ; 2673 • 23 ' 9. ' •' *'' 5 • * ^^ circa . 

Ciò mostra che it guadagno assoluto del Banchiere, iru tutto, il gioco 

è il quindici, per —circa (a); 

e facendo x= 26- nella seconda questióne si trova che« 

S : s : : 1 08 :. 1 00 circa. 



ir. A P P L I e A Z I O N E 

Del Calcolo^ delle Differenze - Finite alla Geometria. 

§. 129., I L Calcolò. delle- Differenze Finite ha là sua appli- 
A cazione ancora nella, Teoria delle curve. Tutte le 
proprietà ed: affezioni di una; curva, le quali appartengono, a punti 
le dlcui ascisse differiscono fra! loro di una quantità, w, s'esprimo- 
no analiticamente.per equazioni; a: differenze finite. Se dunque data 
una curva vorremo alcuna di queste proprietà ,. faremo uso del cal- 
colo* direttOv delle différen/e ; e se dalla, cognizione di alcuna di 
queste- proprietà ritrovar dobbiamo la. curva ,, sarà necessaria V in- 
tegrazione dell'equazione che esprime quella proprietà: medesima. 

Sia. infatti j^= <p(x) V equazióne di una curva qualimque : fin- 
che a; rimane indeterminato e capace di ricevere qualunque valore 
possibile, r ordinata y può^ appartenere a qualunque punto» della 
curva secondo il valore che è dato ad x. Supponghiàmoiora che x 
divenga a7-+w, avremo allóra y = <p ( op H^co ) v C' quantunque que- 
st'equazione esprima delle ordinate distanti dalla prima della quan- 
tità .'jo , pure ancora essa rappresenterà. quella curva, ed anche qncr 
sta seconda ordinata y' potrà, appartenere a qualunque punto, della 
curva, finche x rimarrà indeterminato ; lo stesso si dica. di una ter- 
za equazione y'= ^( jc h* 200), e così, di seguito,. 



(a) Sopponendo che un Banchiere tenga Banco per quattro ore per sera,, 
che faccia quattro giocate in un'ora, e che la totalità delle scommesse ( con 
cui si principia un gioco che si continuano finché siano uscite tutte le carte 
delle dignità s^pra le quali cadono le jjcommesse medesime ) sia dì 25 Zecchi- 
ni , il guadagno del Banchiere sarà in quella, sera di 60 Zecchini. In 5^0 «^'''O 
questo Banchiere «^[uadagnerà 21600 Zt-cchini ; eppure si trova chi va a ?roai- 
mettere contro il Banchiere! Questa è una riprova che i Gojfi sono il fj/rimo^ 
ilio dei Furbi . 
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Ora , gc qualunque sia x , una proprietà o affezione della cur- 
va appaitiene ai punti delle ascisse x; x^bòi a?^2w ec, e del- 
le ordinate (p{x)y (p ( ^r H- w ) j (p ( a; H- aw ) ec. , si concepisce fa- 
cilmente elle questa proprietà potrà analìticamente essere espressa 
per una equazione fra or^w, eie quantità <f>{x)y (p(a;H*w), 
^(xcH-aw) ec , le quali determinano le posizioni di quei punti; 
cioè per un* equazione a differenze finite. L'integrale poi di una 
tale tjquazione ci determinerà la forma di <p{x)i se questa sarà 
incognita, ci darà cioè T equazione della curva cui appartiene quel- 
la proprietà . Premessi questi princlpj venghiamo a delle particola- 



ri ricerche 



Data la curva ( Fig. t ) JEF espressa^ dall' equazione y = 
V P ( ^ *) » propongliiam.oci 9» di condurre per un qualunque di lei 
„ punto M una tal secante SMM', tale che la porzione MM' cor- 
„ risponda alla differenza delle ascisse PF = w ^j . Per questo tro- 
viamo il valore della subsecante SP. 
. I triangoli simili SMP , SP'M ci danno SP : SP H^ PF : : MP : 

P'M', cioè SP :S]? ^i^ : : <p(a?) : ^(.r-f-w)., e quindi 



/ 



SP = — ^^ix) _. _^JL = ^ ; questa sarà V espressione ana- 

litica della ^ubsecante SP per qualunque punto della curva : tro- 
vato il punto S , si condurrà per S e per M una retta, ed avremo 
la ricercata secante; SMM' - 

Se con alcuno dei metodi clie sogliono insegnarsi ueir ìntro 
duzione alV* Analisi sublime^ supponghiamo sviluppata in serie 
secondo le potenze intiere e crescenti di U3,la funzione ^(a7H*w), 
.e che questa serie sia 

^(wr-4*w)==^(a?) -4*pw H* 5(0' -4- ec. > potremo dare un' altra for- 
ma air espressione di SP, ed avremo 

SP = (p (wt): (p H^ geo h- rw' --*• ec. ); 

ora la secante ( Fig. 2 ) MM' diventa tangente quando MM' = , 
ovvero quando w == o ; dunque SP ( che diviene allora subtangen- 
te ) sarà in questo caso = ^ (a?) :p. 

.„ In una curva per tanto, qualunque siasi , la subtangentc è 
^, eguale all'ordinata (p{oo) divisa per il coefficiente della prima 
ji, potenza di co nello sviluppo di <p(a?H*w) 9^: ricavasi di qui la 
regola per tirai'c una tangente a qualunque punto di una curva data . 
§. I ^^0. Egualraentecouducendo nel punto M ( Fig. i ) la linea MN 
perpendicolare alla secante 1 troveremo il valore diPN) ed avremo 
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lorchè per la supposizione di (o==o, la secante diviene tangente 
( Fig. 2 ), la perpendicolare MN diventa normale alla curva y. e 
PN subnormale ; la subnormale adunque sarà PN = ^(cT).p = 
yp ; cioè „ la subnormale corrispondente ad un punto qualùnrpie 
,, di una.. Gurva sarà eguale all'ordinata di questo punto moltipli- 
5, cata per il coefficiente ^ „ . E' tanto facile dopo tutto questo 
trovare le espressioni analitiche dell* intiera secante SMM' e del- 
la perpendicolare MN , che credo inutile ir trattenermivi ; solo 
avvertirò che trovati i valori della secante e della perpendicola- 
re ad essa , possono aversi sul momento le espressioni della tan- 
gente e della normale alla curva col fare to=o; anzi quest^'ul- 
time espressioni potranno ottenersi per mezzo di quelle della sub- 
tangente e della subnormale che abbiami già date; in fatti ciascu- 
na di queste linee rappresenta V ipotenusa d' un triangolo rettan- 
golo di cui sono dati i cateti . 

Per fern^ un qualche esempio cerchiamo la subsecante nel-- 
la parabola • 

Sia w la differenza delle due ascisse : V equazione della par- 
rabola. è y^ =zaxy' ovvero y = \/ax; sarà perciò 

y == \/ (/2 ( ^ Hr w ) ) , e quindi la- subsecante. 

Cp «^ ctfVtf jp 

-^ '^ V ( tf J^ H- — ) — Vax 

Facciamo w. = — cioè alla metà del parametro ) ed avremo* 



SP 



~ ^/nx ^ V* 



V (« -♦•— ) - ^/^X V (^ -4- — ) — V* 



Per* averne la subtangente incominciereroo da sviluppare iii 
serie la funzione \/(a(a7H*(o)), ed avremo 



I 



Va ( wT H- w ) = Va . /^^ -h — a; ^ . w H- 6c. \ , e perciò p = 

— x ^ . Va , onde SP = V ( ^^ ) ' — ^ * V^ == ^^ • cioè nella Pa- 
rabola Apolloniana la subtangente è doppia delV ascissa cor^ 

rispondente . 

§. 131. Proponghiamoci ora di ritrovare la curva di cui è 
conosciuta la subsecante . 
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Sia X' funzione cognita di x il valore dato della snbsecan- 
te, ed avremo allora ^ =.X , e quindi 'wy = X.A>', ovvero 

ij^y z::=Xy — Xy ; 

se -^jc -4- w '^ X 

dair integrazione adunque di quest' equazione 

Xy^ — (Xh-w)^ =oa differenze finite del primo ordine ^ 

dipende la ricerca dell' equazione della curva Tichìesta . 

Egualmente si vede come potrebbe ritrovarsi T equazione di ^ 
una curva , : della quale fosse conosciuta la secante , la perpendi- 
colare alla - secante , o qualunque altra funzione di esse. Sempre il 
Problema si riduce all'integrazione d'equazioni a differenze finite. 

Rendiamo tutto questo più semplice per mezzo d'alcuni esempj. 

Sia X = -^^ essendo a una costante data , 'ed avremo 
y = — — : y > ovvero 7 =:ay . Integrando quest' e- 

quazione, si trova jy = Aà^. , essendo A una costante arbitraria; 

questo integrale completo sarà l'equazione di una curva , la cui 

subsecante . corrispondente alle due ascisse . 5C ; jc H- w , è == — — . 

fc il — I 

'Si cerchi ora 1' erpiazione della curva ( Fig. 1 ) EF, nella 
quale la subtangente SP stia alla -subperpendicolare PN in una 
ragione qualunque data i : n^ . 

Questa : condizione sarà espressa dall' equazione SP , /z* = PN , 
la quale, • ponendovi i valori di SPe di PN trovati al §. ante- 
cedente , diverrà 

^ . ri" = ^^ , ovvero A/ = ^"n\ 

L' integrale di quest' ultima .equazione h y = ^ 2co;z H* A , 
essendo A la costante arbitraria che porta l'integrazione: il Pro- 
blema adunque avrà due soluzioni-secondo che prendiamo il se- 
gno H* ovvero il — . 

Sia /z = 77207, essendo m una costante data > ed allora y = 

t ^ ^ ^^ ^ " ^ OT H* A : dunque ' la curva , nella quale la subsecante S 
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Sta alla sabperpendicolare PN come i : m*oc* è una parabola A- 

polloniana . . . ' 

Per risolvere nn altro Problema , proponghiamopi. di trovai 
re «ma curva, aella quale le ordinate distanti fra loro, della quan- 
tità « > siano tali che la somma dei quadrati eguagli il loro dop- 
pio prodotto • 

Una tal condizione evidentemente è espressa da quest'equazione 

y* H* V* = ft7 J' » ovvero 

y* — ay . y h* y* = o , la quale si riduce ad - 

■ • ■ • 

y zssy i e dalf integrale di qaest equazione dipende la so» 

X — ?• %l X 

luzione del Problema. 

Integrando quest" equazione , si trova y = a , essendo a una 

costante arbitraria ; dunque la curva cercata h una linea paralle- 
la «distjame dall' asse degli §g di una quantità qualunque a . Ciò 
è per se medesimo evidente . 

§. J32* L'equazione y =é{^ appartiene 9 come abbiam det- 
to , ad un» parallela all' asse dell' ascisse : questo però succede , 
allorché a è una quantità che si conserva costante , qualunque 
aumento riceva la variabile xi se poi per le condizioni del Pro- 
blema si ricerca solo che a sia costante quando x aumenta di n- 
na certa determinata quantità co ( e questo è il caso nel quale 
y =:a h «l'integrale dell' equazione ;y — y =^0 ) allora quest* 

equazione y =a non appsrtieue più alla parallela suddetta : ve- 

X ~ ' > 

diamo adesso cesa tale equazione significa in questa supposizione. 
Abbiamo al §. So trovato y = ^ ( xx>s àjnpx^ seBO^mpx ) 

per esprimere l' integrale completo dell' equazione ^ 

y — ^ == o. La quantità q> ( cos2m]pxy sen ^mpx ) rappre- 

senta una funzione qualunque arbitrària di cos zmpXj e dì spnx 
ampXy la quale non cangia valóre quando a? diviene a? h- n 
ap rappi«senta la circorffferenza^di un circolo, ed m nn qualun- 
que numero intiero e positivo Facciamo per più semplicità 77^= i , 
e riflettendo che per noi la differenza finita dell' a? , è w , avremo 

Tom. l - - : : Qq 



• •!.'? '\*~™ 
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y =:ip(cos^-^y sen*^) per wppresefltare 1* integrale di 



Prendiamo adesso ( ]?ig. ^ ) AP == « e PM == a ( coà ?^ , 

«e/2 H^). .Sia PF = FP" = P"F" = ec- = «; ed è chiaro che 

alle ascisse AP' = a; -f- w » AF' = « -i* aw ec > corrispoiaderanno 
le ordinate P'M' i P"M" ec. , ègnaK fra loro 6d eguali' alla pri- 
ma PM , poiché ^ o 



4ù ' . . «K 



« che per i ptintì* MvM' VM" ec-, '|)uò. passare naa liàéa retta 
parallela alleasse dell' ascisse AB. ' 

Dando poi ad x tutti i valori possibili intermedf fra x ed 
X ^iùi fra a:H*w,t ed a?-4-2w; fra a?--h*«> ed xH-.'^w ec j>- avre- 
mo le porzioni di dnrva MotM'; M'roM'; M WM''" ec, tutte e- 
gualie simili V ed ixjt conseguenza le qvàiwit&pm; p'/it i p^m'ec ^ 
astanti fra loro ^ di w^ saranno ancBe egnali fra loro . Inflitti fa* 

oendo Pp==4^? avremo.. 

.rV IO." .(1).' 






^(co^aLfet^^LSil, 5d3?3eÌÌLi^±fJl}) :=: ec 



• s . '. ^ r ■• f* ' t9 



e percip pT» == p ot s= p to = éo. 

L'equazione adunque ^ ==^(cos^, sen^^) rappresénfe- 

é. la curva MmMVBlVM'V''M'''' ec. ' 

Siccome la funzione ^ .è jirbitraria si potranno egualmente 
avere infinite curve, dello stesso genere che soddisià^nno all' e- 
quazione 

^ =à^(co5^, 5e/2^),coim^ per (esempio 
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O'C a a a ec. ^ c^ o bob ec* 

§• *33- Noi abbiamo fio ora tacitamente sapposto che le coor- 
dinate X , y fossero- riferite a due assi ad angolo retto fra loro : 
supponghiaraa ad«s^ che le ordinate partano tntte dinn centro, 
©. che le; ascisse siana prese sopra un arco di circolo . 

Sia dunque ( Fig. 4. ) AP = x\ CM =yr e la cur\ra EE 
sarà espressa dall' equazione y = p (^x). 

li integrale dell'equazione Aj|f= o>.' ovvero j^ — :.^ = 

o è r ancora in questui supposizione, y == cr, essendo a una co- 

stante arbitraria . Dna tale equazione y = a rappresenta il cir- 

cola MM'H di raggio^ GM = a ^ quando la quantità a deve rc« 
^tai; eostante 9, qualunque- sia T aomento che riceva la ;c . 

Questa equazione poi rappresenta: ( Fig: 5 ) tutti i poligoni 
jcircoscrittL al circolo , come MM'M'M'" ce. r MmWm'MmWec, , 
quando la qiiantttà a deve conservarsi costante per un determina^ 
tp aumenta oa che riceva la Xf, ovvero quando- essa ha la forma. 

Si vede adunque che y = a è T equazione del circolo ; e 

• • * 

y =i^ (5e/2?^> cos ?^) è Tequazione dei poligoni ad esso concentrici; 

Se u) è eguale al 6 della circonferenza òp , là suddetta equa* 
zione esprime la famiglia generale degli Esagoni» se (o è eguale al 
quinto della medesiola circonferenza 9 T equazione esprìme la fa- 
miglia dei Pentagoni ^. e così di seguito. Tutto questo dipende da 
un ragionamento simile^ a quello fatto al §. antecedente per le coor- 
dinate- ortogonali ^ abbiamo perciò creduto» inutile di ripeterlo; so* 
lo avvertiremo che V equazione particolare di ciascun poligono di- 
pende dalla determinazione della funzione arbitraria p\ 

§ 134. L' equazione j^ = ^ ( a;) rappresenta una curva quaff- 
do arpuò ricevere tutti gli aumenti possibili, ed in conseguenza 
tutti i" valori che ci piace di dargli . Ma allor quando per i dati del- 
la questione, o per la natura stessa della funzione, i suoi aumenti 
sono assoggettati- ad una certa legge ( per il che non può egli rice- 
vere tutti i valori' possibili ) Tequazione y=zp(^x)^ c\Aìi dei pun- 
ti separati; e se questi si considerano uniti con delle linee rette, 
essa ci rappresenta allora un poligono rettilineo. 
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Cerchiamo per esempio la cnrva di cui la sabsec^nte sia = ~ 
Sapppnghiamo w=^ , ed avremo ( § 131) 
y =(af-t-i)jy » J integrale della quale è ^ s=A6 iOVj 



» 



yero (§45)^ c= A<jc.(« — 4)^x^8,) 3. 2.1. Ita lettera A 

cspriine la costante arbitraria . 

1/ ordinata y adunque è una tal funzione di x y che oc deve 
essere sempre un numero intiero e positivo . Sarà, pertanto un poli- 
gono rettilineo quello johe soddisfarà alla .questione > nel quale con^ 
verrà però considerare i venici degli angoli come i soli punti do- 
tati della ricercata proprietà . Così ( Fig. 6 ) prendendo O per ori* 
gine delle ascisse , e facendo QP = F"^' — F'^F" == ec. = i ; PM=: 

H poligono MM'3I;'M''' ec. > sarà la curva richiesta . 

AI §. 84. abbiamo integrata V equazione Ay = a^9 ed ab- 
biamo trovato le quattro equazioni jf = a«H-A}^ = — dx H- 

A'; ^ = — — ( — i/^H-B; jf = ^( — 1 )*-hB che vi soddisfan- 
no . La prfma e la terza di cpieste equazioni sono geometricamente 
rappr/B^entate nella F^g. 7 : la liqea ÉF 2:appre$enta la prima equa- 
zione» e la serie dei punti M,M%M" ec. che formano i vertici de- 
gli angoli del poligono MM'JVL''' ec.» e che oovrìspondono alle 
ascisse AP = i } AF' = 2 ; AF" ="3 ec. 9 rappresenta la tejrza e- 
|uazione: io stesso si direbbe della seconda e della quarta. 

Non ci trattenghiarao di pili sopra queste ricerche , e ponghia- 
mo termine a questo Trattato del Calcolo delle Differenze Finite . 



Fip,e djel Calciolo àfilìfi Differenze Finite. 
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